Trendovi u matematici

— kako bi mogli promijeniti obrazovanje”
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Matemati¢ko se djelovanje u posljednjih 50 godina prilicno promijenilo. Neke od tih promjena,
poput uporabe racunala, vrlo su jasne i uvelike se primjenjuju u nastavi matematike. No, postoje
i drugi, suptilniji trendovi koji mozda nisu toliko o€igledni. U ovom ¢lanku raspravit éemo o neki-
ma od tih trendova te o nacinu na koji bi oni mogli i trebali utjecati na buduénost matematickog

obrazovanja.

1. Uvod

Matemati¢ko se djelovanije (istraZivanja, primjene,
obrazovanje, znanstvena izlaganja) u posljednjih
50 godina prilicno promijenilo. Neke od tih prom-
jena, poput uporabe racunala, vrlo su jasne i ve¢
se primjenjuju u nastavi matematike. No, posto-
je i drugi, suptilniji trendovi koji mozda nisu toliko
ocigledni. Hoce i oni utjecati na pouCavanje ma-
tematike? Odgovori ¢e se, naravno, razlikovati na
osnovnoskolskoj, srednjoskolskoj, dodiplomskoj i
diplomskoj razini. Ovo su neki od glavnih trendova
u matematici, koje treba uzeti u obzir:

1. Broj matematiCara i matematickih istraZivanja
eksponencijalno rastu; udvostruc¢uju se otprilike
svakih 25 godina. Ta Cinjenica za sobom poviaci
niz posljedica:

— nemogucnost stalnog pracenja novih rezultata;

— potrebu za ucinkovitijom medusobnom surad-
njom znanstvenika;

— teSkoce pri definiranju srzi matematike (onoga
Sto bi se trebalo svladati na pojedinim razinama
obrazovanja);

— potrebu za boljim Sirenjem novih ideja.

Kako matematiCko obrazovanje moze pripremiti
buduce znanstvenike i one koji koriste matematiku,
buduce donosioce odluka i obrazovanu javnost za
te promjene?

2. Nova podruc¢ja primjene i njihov rastuci
znacaj. Informacijska tehnologija, znanost, ekono-
mija i gotovo sva podrucja ljudskog djelovanja sve
viSe koriste matematiku i, $to je mozda jo$ vaznije,
koriste ne samo tradicionalnu primijenjenu mate-
matiku nego sve grane matematike. Kako ¢emo
nauciti svoje uCenike da prepoznaju probleme koji
se mogu rjeSavati uz pomo¢ matematike?

3. Novi alati: racunala i informacijska tehnologi-
ja. Ovo je mozda najuocljivija novina pa je, shodno
tome, ve¢ puno ucinjeno na uvodenju racunala u
nastavu. No, utjecaj racunala na svakodnevni zivot
i znanstveni rad brzo se mijenja: pored dizajna
algoritama, eksperimentiranja i novih mogucnosti
ilustriranja i vizualizacije, koristimo e-postu, disku-
sijske grupe, on-line enciklopedije i druge internet-
ske mogucnosti. Moze li sustav obrazovanja is-
koristiti te mogucénosti, i¢i ukorak s promjenama,
te mozemo i nauciti ucenike da ih iskoriste na Sto
produktivniji nacin?

4. Novi oblici matematickog djelovanja. Kao
djelomi¢an odgovor na gore navedena pitanja, sve
viSe na znaCaju dobivaju neki novi oblici matema-
tickog djelovanja: algoritmi i programiranje, mode-
liranje, predvidanje (oCekivanje), informativno pi-
sanje | predavanje. Koji od ovih netradicionalnih
oblika matemati¢kog djelovanja mozemo i treba-
mo poucavati? Reci ¢u nesto vise o svakom od tih
trendova i raspraviti 0 njihovom utjecaju na mate-
mati¢ko obrazovanje. Iskoristit éu neka zapazanja
iz svojih prijasnjih radova [6, 7].
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komiteta medunarodne udruge matematic¢ara.
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2. VeliCina zajednice i
matematicki znanstveni rad

Broj matematickih publikacija (kao i broj izdanja u
ostalim podru¢jima znanosti) u posljednjih 50 go-
dina eksponencijalno je rastao. Matematika je pre-
rasla malu, ¢vrsto povezanu i zatvorenu zajednicu
Cudaka, kakva je nekad bila. Svojim rastom ta
struka postaje sve raznovrsnija, sve izgradenija i
slozZenija.

MatematiCari se ponekad ponaSaju da su mate-
matic¢ka istrazivanja i znanstveni rad ono $to su
bili nekad: da ¢emo sve potrebne podatke pro-
nac¢i u novim casopisima u knjiznici, a da ¢e na$
¢lanak, objavimo li ga u priznatom ¢asopisu, dop-
rijeti do svih onih koji nase rezultate mogu iskoristiti
u svojim istrazivanjima. Medutim, ¢ak 3/4 takvih
Casopisa ne nalazi se na stolovima knjiznica, a ¢ak
i kad bi osoba imala pristup svima njima i kad bi ih
imala vremena sve procitati, bila bi upoznata tek s
rezultatima malog dijela matematike.

Veca struktura nikad nije samo uvecana verzija ma-
nje. U vecem i prilicno slozenom “organizmu” sve
je veci dio tijela posvecen nadgradniji: prijenosu
materijala i uskladivanju rada pojedinih dijelova.

U vecim i sloZenijim drustvima veliki i sve veci dio
sredstava trosi se na neproduktivne djelatnosti kao
Sto su prijevoz, obrada podataka, obrazovanje ili re-
kreacija. Moramo shvatiti i pomiriti se s ¢injenicom
da ¢e sve vedi dio matematiCkog djelovanja biti
posvecen komunikaciji.

To se lako opaza: ubrzano raste broj susreta, kon-
ferencija, radionica, znanstvenih instituta, sve vise

se koristi e-posta. Povecao se broj ¢lanaka s viSe
autora. No, vjerojatno ¢emo uskoro doseéi tocku
u kojoj uzajamni, osobni kontakt vise ne¢e osigu-
ravati dovoljan protok informacija.

Jos je jedna posljedica povec¢anja brojnosti: ne-
izbjezan je nastanak manjih drustava, mogli bi-
smo rec¢i podzajednica. Jedan od odgovora na
taj problem je stvaranje nove djelatnosti koja bi se
bavila sekundarnom obradom rezultata znanstve-
nih istrazivanja. U nedostatku bolje rijeci, nazivam
to informativnim izvjestavanjem, iako pod tim mis-
lim na oblik matematickog istrazivanja, a ne samo
na pisanje: otkrivanje grananja rezultata i njihovu
povezanost s rezultatima iz drugih podrucja, raz-
jasnjavanije, mozda prevodenije za one koji dolaze
iz razliCitih podzajednica.

Postoje li odgovarajuce promjene u matematickom
kurikulu i, op¢enito, u nacinu poucavanja mate-
matike? Prvi i najhitniji problem je sama koli¢ina
gradiva koju bi bilo dobro (tj. nuzno) poucavati.
Osim toga, trebali bismo pojacati (Sto ujedno znadi
i viSe poucavati) netradicionalne oblike matema-
tickog djelovanja, kao Sto su dizajn algoritama,
modeliranje, eksperimentiranje i znanstveno izlaga-
nje. Ipak, moram naglasiti da rjeSavanje problema
i dalje treba ostati glavna karakteristika pou¢avanja
matematike.

Kako pronaci vremena za ucenje pojmova, teore-
ma i dokaza kad se gradivo ubrzano povecava, a
broj sati nastave matematike u mnogim zemljama
smanjuje? Koja od novih podrucja treba uvesti (u
srednjoj skoli ili na dodiplomskom studiju), a §to od
starog gradiva treba izbaciti? To nije samo trenutna
kriza: matematicka istrazivanja i znanstveni rad ne
pokazuju nikakve znakove usporavanja.
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Jedan od mogucih odgovora na to pitanje je ostavi-
ti poucavanije novijih podrucja matematike za pos-
liednju razinu obrazovanja, za magistarske i doktor-
ske programe. Ali tada mnogi obrazovani ljudi ni-
kad nec¢e upoznati noviju matematiku, ne stariju od
200 godina, sto ¢e pridonijeti nesretnoj ali ¢vrstoj
zabludi da je matematika zatvoren predmet. Mno-
ga nova podruc¢ja matematike vazna su za razumi-
jevanje razvoja tehnologije i znanosti. Ako ta po-
dru¢ja ne pouctavamo, odustajemo od ukazivanja
na rastu¢u ulogu matematike u modernom Zivotu.

Druga moguc¢nost je ukloniti iz kurikula tradicional-
no gradivo koje se smatra manje vaznim. LoSa
strana tog pristupa je narusavanje dobro postavlje-
nih metoda za razvijanje matemati¢kog misljenja.
Primjerice, elementarna geometrija izbacena je iz
kurikula u mnogim zemljama. U modernim mate-
matickim istrazivanjima taj dio geometrije zaista je
periferan, no on i dalje ostaje vazan u primjenama
i jos vazniji jer je nuzan za razvoj prostornog zora,
a najznacajniju ulogu ima u razumijevanju stvarne
prirode matematickih dokaza, u onom aha-efektu
kada neshvatljiva veza postaje jasna gledanjem na
pravi nacin.

Nema jednostavnog odgovora na to pitanje. Vjero-
jatno se treba usredotociti na matematicke kompe-
tencije poput rigSavanja problema, apstrakcije, ge-
neralizacije i specijalizacije, logi¢kog zakljucivanja
i uporabe matematickog formalizma kao i na ne-
tradicionalne vjestine spomenute ranije (vidi, prim-
jerice, [10]). Treba odabrati mjeSavinu klasi¢nih i
modernijih matematickih tema koje su najpogodni-
je za razvoj tih kompetencija i (naravno) osnovnih
viestina, te koje istovremeno pruzaju odredenu sli-
ku i povijesnih korijena i suvremene primjene.

Sve vedi i kompleksniji matematicki svijet doveo je
dojos jednog problema: ubraja li se u matemati¢ko
obrazovanije i u€enje o izvodenju znanstvenog iz-
laganja? Jedan njegov oblik je poucavanije kako
objasniti matematiku laicima, kako sazeti rezultate
a da se ne gubi u detaljima. To nije lako, ali stvarno
je korisno nauciti uCenike takvim vjestinama.

Najradikalnija ideja bila bi poucavanje informativ-
nog izlaganja. U vecini znanstvenih predmeta, po-
put kemije ili astronomije, normalno je da se u visim
razredima osnovne ili srednjih Skola pou¢avaju ne-
ke Cinjenice bez tumadenja tehnickih detalja koji
su doveli do njihova otkri¢a (ili ¢ak njihova pra-
vog znacenja). Slitno se ponekad radi i u mate-

matici: ucenici ue da se pravilni peterokut moze
konstruirati uporabom ravnala i Sestara a pravilni
sedmerokut ne moze, ili da se jednadzbe petog
stupnja op¢enito ne mogu rijesiti u radikalima. Ali
ti su primijeri stari skoro 200 godina! Mozemo i os-
misljavanjem nekih neegzaktnih ali ipak matema-
tickih sadrzaja ucenicima prikazati modernu mate-
matiku? Oklijevam odgovoriti potvrdno, ali pitanje
stoji.

3. Nova podrucja i sve vedi
znacaj primjene

Fizika i inzenjerstvo tradicionalna su podrucja pri-
mjene matematike. U tim se primjenama Koristi
matematicka analiza, i to prvenstveno diferencijal-
ne jednadzbe. No zbog procvata znanstvenih is-
traZivanja u posljednjih 50 godina, mnoga druga
podrugja znanosti dosegla su to¢ku u kojoj trebaju
ozbiljan matematiCki alat, a ¢esto im tradicionalni
alat matematicke analize ne odgovara.

Primjerice, biologija proucava genetski kod koji je
diskretan: jednostavni i osnovni problemi kao $to
su pronalazenje odgovarajuc¢ih uzoraka ili ispitiva-
nje posljedica preokretanja pojedinih dijelova ko-
da zvuce viSe kao problemi koje bi mogao rijesiti
struénjak za kombinatoriku, a ne za diferencijal-
ne jednadzbe. Pitanje o informacijama koje kod
sadrZi, §to je viSak u kodu, ili problem stabilnosti
koda, klasicnom matemati¢aru mogu zvucati ne-
jasno, no rac¢unalni teoreticar odmah ¢e naci neke
alate da to formalizira (pa Cak i kad se pronalazenje
rieSenja tog trena Cini preteskim).

Cak se i u fizici moZe nai¢i na neobitne diskretne
matematicke strukture, elementarne Cestice, kvar-
kove i sli¢no, koje su vrlo kombinatorne, a razumije-
vanje osnovnih modela u statistickoj mehanici trazi
poznavanje teorije grafova i vierojatnosti.

Ekonomija je veliki korisnik matematike, a ve¢i dio
potrebe za matematikom ne odnosi se na tradici-
onalne alate primijenjene matematike. UspjeSnost
linearnog programiranja u ekonomiji i operacijs-
kim istraZivanjima ovisi o uvjetima na konveksnost
i neograniGenu dijeljivost; vodeéi racuna o nedje-
ljivim jedinicama (primjerice, logickim odlukama ili
pojedincima) dolazimo do cjelobrojnog programi-
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ranja i drugih modela kombinatorne optimizacije
koji su puno tezi.

| na kraju, postoji i potpuno novo podrucje primi-
jenjene matematike: racunalstvo. Razvoj elektro-
ni¢kog racunanja stvorio je ogromno podrucje do-
bro formuliranih, teskih i vaznih matematic¢kin pro-
blema, proizaslih iz prouCavanja algoritama, baza
podataka, formalnih jezika, kriptogafije i racunalne
sigurnosti, VLSI-krugova i ostalog. Vecinatogaima
veze s diskrethom matematikom, formalnom logi-
kom i vjerojatno$cu.

Treba dodati da je teSko predvidjeti koja od grana
matematike ¢e se primjenjivati u blizoj buduénosti.
Prije samo 30 godina Cinilo se da problemi iz teorije
brojeva spadaju u teorijsku, najklasi¢niju i sasvim
neprimjenjivu matematiku, ali danas mnogi dijelovi
teorije brojeva ¢ine jezgru matematicke kriptografi-
je i racunalne sigurnosti.

Posliednjih je desetlje¢a vrlo pozitivna promijena
smanjenje razdvojenosti izmedu teorijske (Ciste) i
primijenjene matematike. Cini mi se da raste uzaja-
mno postovanije tih dviju grana matematike, skupa
s brojem ljudi koji pridonose podjednako objema
stranama. Raznovrsnost primjene trebala bi po-
vecati i protok informacija kroz cijelu matematiku.
Niti jedno podruc¢je matematike viSe se ne moze
povuéi u svoju utvrdu i zatvoriti vrata primjenama ili
pak tvrditi da spada u iskljucivo primijenjenu mate-
matiku.

Kako ucenicima barem letimi¢no prikazati snagu
tih novih primjena? MoZzda bi se tu mogli iskoristiti
novi oblici matemati¢kog rada poput programiranja
i modeliranja (o ¢emu ¢emo raspraviti kasnije).

4. Novi alati: racunala i
informacijska tehnologija

RaCunala, naravno, nisu samo izvor zanimljivih i
modernih matematic¢kih problema. Oni su alat
za izvodenje i organizaciju nasih znanstvenih is-
trazivanja. Koristimo ih za e-postu i obradu teksta,
za eksperimentiranje i za prikupljanje podataka s
weba, iz baza podataka MathSciNeta, Wikipedije,
Arxivesa, elektronickih ¢asopisa i s osobnih strani-
ca brojnih kolega matematicara.

Jesu li svi ti nacini uporabe ra¢unala samo igranje
ili u najboliem slucaju stvar komocije? Mislim da
nisu i da ¢e svaki od njih ostaviti duboki trag na
nasu znanost.

To se najlak$e vidi u eksperimentiranju s programi-
ma Maple, Mathematica, Mathlab ili nekim drugim
softverom. Oni otvaraju Citav niz moguénosti za
opazanja i eksperimente koje nije bilo moguce iz-
vesti prije doba racunala, te pruzaju nove informa-
cije i otkrivaju nove pojave.

Elektronicki Casopisi i baze podataka, web-stranice
pojedinaca, drustava i ustanova, Wikipedia i e-
posta omogucuju nove nadine Sirenja rezultata i
ideja. U odredenom smislu oni povecavaju opseg
znanstvenog istrazivanja: ne samo da raste broj
onih koji se bave istrazivanjem, nego je i sve vec¢a
koli¢ina informacija koje su nam lako dostupne (ko-
je su uz to sve glasnije i agresivnije — za informiranje
e-postom znamo da je daleko od nenametljivog).
No sve to nam ipak na neki nacin pomaze u borbi
s eksplozijom informacija.

Elektroni¢ko objavljivanje postupno mijenja nacin
pisanja znanstvenih radova. Obrada teksta na
raCunalu na prvi pogled izgleda samo kao priklad-
niji nacin pisanja, ali polako sve viSe do izrazaja
dolaze moguénosti elektroniCkih verzija koje tiska-
ni radovi nemaju: hiperlinkovi, slike i crtezi u boji,
animacije i slicno.

Racunalstvo je podrucje u kojem ¢esto mi ucimo
od svojih uc¢enika, a ne obrnuto. Pitanje ovdje gla-
si: kako iskoristiti interes i informati¢ko znanje koje
danas posjeduje vecina ucenika u korist matema-
tickog obrazovanja? Najbolji nacin su novi oblici
matematickog djelovanja o kojima se viSe rasprav-
lja u sliede¢em poglaviju.

5. Novi oblici matematiCkog
djelovanja

5.1. Algoritmi i programiranje

Tradicionalna, 2500 godina stara paradigma jest da
se matematicka istrazivanja sastoje od definiranja
pojmova, iskazivanja teorema i njihovog dokaziva-
nja. Manje prepoznatljiv, ali gotovo isto toliko star
je dizajn algoritama (sjetite se Euklidova algoritma
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il Newtonove metode). Premda razli¢ita, ova dva
nacina bavljenja matematikom ¢vrsto su poveza-
na (vidi [6]). Takoder je ocigledno da su racunala
bitho pridonijela prepoznatljivosti i ugledu dizajna
algoritama.

Algoritamska matematika (gledana kroz potrebe
raunala, ali prisutna i vazna i daleko prije njiho-
va razvojal) nije u suprotnosti s klasicnom mate-
matikom tipa “teorem-dokaz” (koju nazivamo jo§ i
teorijskom matematikom). Ona ustvari obogacuje
nekoliko klasi¢nih grana matematike novim pogle-
dima, novim vrstama problema i novim nacinima
pristupa njihovu rieSavanju. Dakle, nije algoritam-
ska ili teorijska matematika, nego algoritamska i
teorijska matematika.

Sto to znadi za nastavu matematike? Kao $to
je ve¢ reCeno, nastava mora pratiti, barem do
odredenog stupnja, $to se dogada u matema-
tickim istrazivanjima, posebice u onim (rijetkim)
sluajevima kad rezultati istrazivanja iz temelja mi-
jenjaju Citav okvir predmeta. Tako je primjerice te-
orija skupova morala uc¢i u matemati¢ko obrazova-
nje (a zelielo se to uCiniti bez nesuglasica i puno
mirnije nego s “novom matematikom”). Algoritam-
ska matematika jos$ je jedan od tih slucajeva.

Medutim, dubina prodora algoritamskog pristupa u
klasi¢énu matematiku jo$ nije sasvim jasna i razlikuje
se od podru¢ja do podrudja (kao i od predavaca do
predavaca). Teorija grafova i optimizacija iz teme-
lja su preuredene s obzirom na raunsku slozenost;
teorija brojeva i algebra takoder se prouc¢avaju iz te
perspektive, no ostaju nerijeSena mnoga osnovna
pitanja. U analizi i diferencijalnim jednadzbama ta-
kav pristup moze i ne mora biti uspjesSan, a Cini se
da ni teorija skupova s algoritmima nema nikakve
veze.

Nase iskustvo s “novom matematikom” upozorava
dadrasti¢ne promjene mogu biti pogubne ¢ak i kad
su novi okviri znanstvene i srednjoskolske matema-
tike dobro postavljeni. Odredeni algoritmi i njihova
analiza mogli bi se pouc¢avati otprilike u isto vrije-
me kad se prvi put pojave teoremi i njihovi dokazi,
mozda u dobi od 14 godina. Naravno, neki algorit-
mi (primjerice za mnoZenje i dijeljenje, itd.) pojav-
ljuju se u kurikulu vrlo rano. No to su vise recepti
nego algoritmi, ne rade se dokazi njihove tocnosti
(prirodno) i ne analizira se njihova ucinkovitost.

UCenije “algoritmike” pocCinje ucenjem dizajna, a ne
izvodenja algoritama [8]. Primjerice, Euklidov algo-
ritam ucenici mogu sami “otkriti". S vremenom ¢e
se pojaviti ¢itav niz problema dizajniranja algorita-
ma (kao Sto danas postoji ¢itav niz zadataka i viezbi
iz algebarskih jednakosti, geometrijskih konstrukci-
ja ili elementarnih geometrijskin dokaza). Uz kon-
kretne algoritme, u€enici moraju upoznati i osno-
ve teorije algoritama: ulaz, izlaz, to¢nost i dokaz
to¢nosti, analizu vremena izvr§avanja i potrebnog
prostora, itd.

Na dodiplomskom studiju pomak prema algoritam-
skom tumacenju gradiva bit ¢e (i jest) laksi i brzi.
Ve¢ sada se neki predmeti, poput teorije grafo-
va, na mnogim mjestima poucavaju potpuno algo-
ritamski: najkrace razgranato stablo, maksimalni
protok i odgovarajuéi algoritmi standardne su te-
me skoro svih predmeta iz teorije grafova. To je
sasvim prirodno jer, kao §to sam spomenuo, teori-
ja racunalne slozenosti pruza jedinstveni okvir za
vecinu osnovnih grafo-teorijskih rezultata. U osta-
lim podrucijima trenutno nije ba$ tako, ali u nekim
se temama lijepo moze primijeniti veliki dio klasi¢ne
teorije brojeva (primjerice kod ispitivanja je li neki
broj prost ili u kriptografskim protokolima).

Treba razlikovati algoritme od racunalnih programa
kao njihove primjene. Sam algoritam je matema-
ticki objekt, a program ovisi o stroju i/ili o prog-
ramskom jeziku. Naravno, ucenici trebaju vidjeti
da algoritam vodi do programa koiji se izvr§ava na
racunalu, ali ne¢e se nuzno izvrsavati svaki algo-
ritam o kojem uCe ili koji dizajniraju. Situacija je
sli¢na kao u geometrijskim konstrukcijama ravna-
lom i Sestarom: neke konstrukcije treba konkretno
izvesti na papiru, ali za vecinu je dovoljno znati ma-
tematicko riesenie (cilj je znati ih primijeniti na razne
geometrijske pojmove i rezultate, a ne nauciti ih cr-
tati).

Dopustite mi da upozorim i na nedostatke algori-
tamskog jezika. Ne postoji op¢e prihvacen oblik
prikazivanja algoritma, ¢ak niti u stru¢noj literaturi
(a koliko vidim, udzbenici iz ratunalstva u srednjim
Skolama jos su neuskladeniji i rieSavaju taj prob-
lem na jo$ neobicnije nacine). U praksi to varira
od sasvim neformalnog opisa algoritama do prog-
rama u konkretnim programskim jezicima. Postoje
dobiri razlozi u korist obaju rieSenja. Ja sam skloniji
neformalnom opisivanju jer mislim da detaljna pri-
mijena (izvrSavanje programa) ¢esto sakrije mate-
matiCku bit. Primjerice, algoritam moze sadrzavati
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korak “odaberi neki element iz skupa S§”. Prilikom
izvrSavanja moramo tocno odrediti koji element iza-
brati, pa ovaj korak mora prije¢i u nesto poput ovog:
“odaberi prvi element iz skupa S”. No, mozda pos-
toji neki drugi algoritam u kojem je vazno da se
odabere upravo prvi element. Dakle, pretvaranjem
algoritma u program izgubio se taj vazan detalj. A
moze se dogoditi da je bolje odabrati zadnji ele-
ment iz S. Neformalni opis tu mogu¢nost ostavlja
otvorenom, dok pretvaranje algoritma u program to
ne dozvoljava.

S druge strane, glavni problem neformalnog oblika
prikazivanja algoritma je nemogucnost utvrdivanja
vremena izvrSavanja ili broja koraka, jer to ovisi bas
o detaljima izvr§avanja, ¢ak i onima ispod razine
programskog jezika: o prikazu podataka i upotri-
jeblienoj strukturi podataka.

Dugacak je put od matematicke ideje algoritma do
raCunalnog programa. Potreban je pazljiv dizajn al-
goritma: analiza, optimizacija vremena izvrSavanja
i potro$nje prostora, odabir strukture podataka (po-
nekad matematicki vrlo zahtjevan) i programiranje.
Na studiju je taj put vrlo poucan, ali ¢ak i u srednjim
Skolama bi se matematika i izvrSavanje algoritma
trebali jasno razlikovati.

Vazan zadatak nastavnika matematike u skorijoj bu-
ducnosti (i onih na fakultetima i onih u srednjim
Skolama) jest da razviju jedinstveni nacin opisiva-
nja i analize algoritama. Nacin koji ¢e pokazivati
matematicke ideje u dizajnu, koji ¢e olaksati ana-
lizu, koji Ce biti sazet i elegantan — §to bi uvelike
pridonijelo rusenju otpora prema algoritmima koji
se osje¢a na objema stranama, i kod nastavnika i
kod ucenika.

5.2. Problemi i hipoteze

U malim zajednicama svi znaju koji su glavni prob-
lemi. Medutim, u drustvu od 100000 ljudi, proble-
me treba prepoznati i precizno ih formulirati. Lose
postavljeni problemi vode do dosadnih i nevaznih
rieSenja. Zbog toga se predvidanje problema uz-
dize do razine rezultata znanstvenog istrazivanja. U
rukama pokojnog Paula Erddsa, koji je formulirao
viSe hipoteza nego prije njega svi matematicari za-
jedno, predvidanije je postalo prava umjetnost. On
je svoje hipoteze smatrao jednako vaznim dijelom
svog matematic¢kog opusa, kao i svoje teoreme.

Naravno, nije lako definirati $to ¢ini dobru hipotezu.
(I oko Erddsovih hipoteza postoji ¢itav niz nesug-
lasica.) Ako je hipoteza dobra, oCekuje se da Ce
njezino razjasnjavanje zna¢ajno unaprijediti nase
znanje. Mnogi matemati¢ari misle da se vaznost
predvidanja problema i njihovog moguceg riesenja
u matematici moze jasno vidjeti, medutim, neke hi-
poteze su toliko iznenadujuce i potpuno nerjesive
trenutno postoje¢im metodama da njihovo rieSenje
mora dovesti do ne¢eg novog —samo jos ne znamo
do Cega.

U nacinu poucavanja matematike u kojem je nag-
lasak na otkrivanju (osobno ga smatram najboljim),
dobar je nastavnik uvijek izazivao ucenike da nas-
lute pretpostavke koje ¢e ih dovesti do teorema ili
do nekog koraka dokaza. To dugo traje i posto-
ji opasnost da i taj oblik poucavanja nestane pod
pritiskom vremena. Mislim da on ipak mora ostati
saCuvan i da mora jacati.

5.3. Matematicki eksperimenti

Racunala nam u odredenoj mjeri dozvoljavaju da
matematiku pretvorimo u eksperimentalni predmet.
Teoretski, matematika je deduktivna znanost, no u
sliedecim situacijama eksperimentiranje je nuzno:

a) Ispitivanje efikasnosti algoritama — potrebe za re-
sursima (vrijeme i prostor) previse ovise o ulaznim
faktorima da bi se mogle dobro predvidjeti'.

b) Kriptografska i druge vrste sigurnosti racunala
Cesto ovise o klasi¢nim pitanjima distribucije pros-
tih brojeva i slicnim problemima iz teorije brojeva,
kao Sto je primjerice Riemannova hipoteza i njezi-
na prosirenja. Nepotrebno je re¢i da se u takvim,
praktiCki presudnim pitanjima, moraju izvoditi eks-
perimenti iako bi deduktivni odgovori bili idealni.

c) Eksperimentalna matematika je dobar izvor hi-
poteza; klasi¢an primjer toga je Gaussovo otkri¢e
(ne dokaz) teorema o prostim brojevima. Od mo-
dernijih primjera, spomenuo bih najsistematicniji:
generator hipoteza u teoriji grafova, program Graf-
fiti autora Fajtlowicza [2, 3].

O eksperimentalnoj matematici postoji nekoliko iz-
vrsnih knjiga (vidi na primjer [1]). Programi, kao
Sto su Derive, Maple, Mathematica, pruzaju i nama
i uCenicima Citav niz moguénosti eksperimentiranja

! Ovdije ne ubrajam utvrdivanje ispravnosti programa, $to nije matemati¢ko pitanje, nego vie problem inzenjera programske podréke.
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u matematici. Jednostavan primjer: ucenik moze
razviti pravi osjecaj za pojam i brzinu konvergen-
cije raCunanjem i usporedivanjem parcijalnih suma

konvergentnih redova > 2 i 7%

MatematiCki eksperimenti zaista se Cesto koriste
kod poucavanja analize, teorije brojeva, geometrije
i drugih tema. Uspjeh je diskutabilan. Moj dojam
je da za razvoj veceg broja dobro ispitanih eksp-
rimentalnih zadataka treba vremena, sli¢no kao i
za algoritme, a to je najvazniji element uspjeha tih
metoda poucavanja.

5.4. Modeliranje

Prvi i najvazniji korak u gotovo svakoj uspjesnoj
primjeni matematike jest stvaranje dobrih modela.
U obrazovanju je prepoznata vaznost modeliranja
[9], ali njegova zastuplijenost u odnosu na ostalo
gradivo i nadin poucavanja priliéno su diskutabilni.

Izrada modela je tipi¢an interaktivni proces u ko-
jem matemati¢ar mora suradivati s inzenjerima, bi-
olozima, ekonomistima i mnogim drugim struka-
ma koje trebaju pomo¢ matematike. Moglo bi se
kombinirati pou¢avanje matemati¢kog modeliranja
s poucavanjem timskog rada i stru¢ne suradnje.

Dobar primjer je kolegij Diskretno matematicko mo-
deliranje na Sveucili§tu u Washingtonu [4] (sli¢ni
kolegiji se drze i na drugim sveuciliSstima, primje-
rice na Sveucilistu Edtvos u Budimpesti). Glavna
karakteristika tih predmeta je da studenti u grupa-
ma po dvoje ili troje moraju u svojem okruzenju
pronaci problem iz stvarnog Zivota. Zatim mora-
ju razviti model, prikupiti podatke, pronaci i napi-
sati algoritme koji odgovaraju na postavljena pi-
tanja i naciniti prezentaciju rezultata. Postavljeni
zivotni problemi su vrlo Sirokog spektra, od prob-
lema odredivanja najomiljenijih igara do pokusaja
pomaganija ¢lanovima obitelji ili prijateljima u pos-
lovanju, a neki od odgovora pokazali su se vrlo
korisnima.

5.5. Izlaganje i populariziranje

U matemati¢koj znanstvenoj zajednici uloga ovog
oblika djelovanja brzo raste. Uz tradicionalan nacin
pisanja dobre monografije (koja se jos uvijek visoko
cijeni) javlja se sve veca potreba za informativnim
izlaganjima, kratkim pregledima, mini-teCajevima,

prirucnicima i enciklopedijama. Mnoge konferen-
cije (Cesto one najuspjesnije) su velikim dijelom
ili potpuno posvecene informativnim izlaganjima i
pregledima; izdavadi viSe vole objavljivati zbornike
kratkih pregleda (sazetaka) nego znanstvenih ra-
dova. Sve viSe se pridaje vaznost informativnom
radu, premda ne u potpunosti.

S druge strane, nastava matematike ne ¢ini nista da
uéenike pripremi zato. Matematika je opéepoznata
kao tezak predmet za razgovor s laicima (Cak i
znanstvenicima). Mislim da treba uloZiti puno vise
truda kako bismo naucili u¢enike svih razina da
naprave prezentaciju ili piSu o matematici koju su
naucili. (Jedna od teSkoc¢a je Sto o kriterijima za
dobar matematicki izvjestaj malo znamo.)
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