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Sefket Arslanagic, Sarajevo, BiH

Korisnije je rijesiti jedan zadatak na nekoliko razli¢itih naina nego rijesiti desetke zadataka —
na samo jedan nacin. Ako se jedan zadatak rijesi na razne nacine, moZe se uporedivanjem
rieSenja utvrditi koje je od njih krace, efektnije, elegantnije. Na taj se nacin stieCe i izgraduje

vjiestina riesavanja zadataka.

Dokazivanje nejednakosti u matematici izuzetno je
zanimljiv i vazan posao. Tu dolazi do izrazaja bo-
gatstvo raznih ideja, naravno, ukoliko se dobro poz-
naje teorija koja se odnosi na nejednakosti. Pritom
mislimo na nejednakosti izmedu brojnih sredina,
kao i nejednakosti Cauchy-Bunjakovski-Schwartza,
Bernoulija, Jensena, Chebysheva, Hoeldera, Min-
kowskog, Shura, Huygensa, Muirheada i jos neke.

U ovom ¢emo se ¢lanku baviti dokazom algebarske
nejednakosti koja glasi:

a4+ b®+rat+b>4ab; (ab>0). (1)

Najprije ¢emo dati jedan dokaz koristec¢i Cinjenicu
daje (x—y)? > 0zasvexy € R.

W.W. Sawyer, Prelude to Mathematies

Dokaz 1. Imamo

a+b*+a+b>4ab
—a+b’+a+b—4ab>0

—a®—2a+a+b®— 20+ b+ 2a°
—4ab+2b*> >0

< a(@-2a+1) +b(b?-2b+1)
+2(a®>—2ab+b?) >0

—ala-1°+b(b-1)>
+2(a—h)?2>0.
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Posljednja nejednakost je tona pa je tona i njoj
ekvivalentna nejednakost (1).

Jednakost u (1) vrijediakoisamoakojea=b = 1.

Sada ¢emo dati joS pet dokaza nejednakosti (1) u
kojima ¢emo koristiti nejednakost izmedu aritme-
ticke i geometrijske sredine (A>G) koja glasi:

+én >Va-a-...-an; (2

a+a+ ...
n

(317327---aan>0)a

gdje jednakost vrijedi ako i samo akojeag = ap =
... = a,. (ViSe dokaza ove nejednakosti se moze
naci u [1]).

Dokaz 2. Imamo

a®+b®+a+b>4ab
—a(@+1)+b(b*+1) > 4ab.
(4)

Na osnovu nejednakosti (2) za n = 2 imamo:

2
1
Tt V@1l es @24+1>2a (4)

b2+ 1
5 >V2-1 «— b>+1>2b. (5

Sada dobivamo iz (4) i (5):

a(@+1)+b(*+1)>a-2a+b-2b
= 2a° + 2b” > 4ab
= 2(a®—2ab+b%) >0
— 2(a-b?>0
a ova nejednakost je to¢na, Sto znaci da je i njoj

ekvivalentna nejednakost (3) to¢na, tj. dana nejed-
nakost (1) je tocna.

Dokaz 3. Imamo
a®+b+a+b>4ab

— &’ (a+}> +b? <b+}> > 4ab.
a b (6)

Kako je iz nejednakostiA>G zan = 2

1 1
a+=>2 i b+=>2
a b

dobivamo da je nejednakost (6) ekvivalentna s ne-
jednakoscu:

2a? + 2b* > 4ab
= 2(a®—2ab+b?) >0
—2(a—h)*>0,
a ova nejednakost je to¢na pa je to¢na i dana ne-

jednakost (1).

Dokaz 4. Na osnovu nejednakosti (2) izmedu arit-
meticke i geometrijske sredine za N = 2 imamo:

10101y, [T
2\a b/~ Vab’

odnosno
1 1 2
R
a b~ Vab
te
1 a2+b2 a? b?
2\b a/~= Vb ’
odnosno
a b’
—+—>2Vab
b a
Vab+ = >2
Vab
Koriste¢i ove tri nejednakosti dobivamo:
& b 1 1 2
— =+ -+ =->2Vab+ —
St tp o2 \/_+\/%
1
=2 ¢§b+—)>4,
(v 75) 2

a odavde mnozeéi ovu nejednakost s ab > 0:

a>+b®+a+b>4ab, qed.

Dokaz 5. Imamo

a+b®tra+thb
= (a+b) (a® —ab+b*) + (a+b)
= (a+b) (& +b*—ab+1),
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a odavde zbog (a— b)? > 0, tj. a2 + b? > 2abil
a2 4 b? — ab > ab, slijedi:

a@+b*+a+b>(at+b)(ab+1)

> 2Vab-2Vab
(zbog A>Gzan= 2
= 4ab,

tj.
a®+ b+ a+b> 4ab.

Dokaz 6. Ovdje ¢emo Koristiti nejednakost (2), tj.
A>G za n = 4. Slijedi

3 3
Gy

3 3
a+b a+b
— % > Yath

3. p3
a +b4+a+b2ab

—a+b+a+b>4ab,
a ovo je dana nejednakost (1).

Slozit ¢emo se na kraju da nije bilo tesko doka-
zati danu nejednakost (1) na jedan od nacina koji
su ovdje dani (mozda i drukgije, Sto bi bilo veoma
pozelino). No, cilj ovog ¢lanka je upravo da ukaze
mladim matematic¢arima i svima onima koji poka-
zuju vedi interes za matematiku kako je izuzetno
vazno dati vise rjeSenja jednog te istog zadatka.
Takvih primjera je jako puno kada je u pitanju doka-
zivanje nejednakosti o ¢emu je autor ovog Clanka
pisao u svojim knjigama [1], [2], [3] i [4].
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Dokaz bez rijeCi 1:
Poucak o kosinusu

Albcosa B

(c—bcos ot)2

a® = (bsina)? + (c — becosa)?
= b? + ¢ — 2bccosa
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