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Nadeno je mnogo (veoma duhovitih) dokaza da je

n(n+1)(2n+1)

$=1+224+3F+ .. +r=

5 .
Od tih zaista mnogobrojnih dokaza, u ovom prilogu dajemo dva (manje poznata) dokaza.

Dokaz 1. Lako je provjeriti da vrijedi jednostavan
identitet
4.5 4.3 =4.4
a(a+1)2—ala—1)? = 4a? 5.62_5.42—4.52

za sve realne brojeve a. (Zaista, a(a + 1) —
aa—1)?2=a(@+2a+1)—a@—-2a+1) = nn+1)?-n(n—12=4.n%
a®+2a°+a—a’+2a%—a=4a’)

Uvrstavanje za aredom prirodnih brojeva 1,2, 3, . . .| Nakon zbrajanja svi tih jednakosti slijeci

n dobivamo ovaj niz jednakosti: 1.2242.3213.4245.624 ...
+nn+1)2%-1.02-2.12-3.2°
—4.32-5.42_ . —n(n-1)>2
=41+ 22 BB

1.22-1.0°=4-1°
2.32-2.12=4.2?
3.42-3.22=4.3
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viSe nego u udzbeniku
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Sto zbog

1.22-3.22=-2.22
2.32-4.32=-2.3
3.42-5.42=_2.4, ...

S=12+224+3F+42 452+ ..+
mozemo pisati
—2.12-2.22-2.3-2.4 - .. .2(n—1)?
+ (=1 +nn+17°=4-S,
tj.

— 2P+ 224+ A4 .+ (n-1)?

+ =1 +nin+1)2=4-5S,

ili zZbog
P4+2243 4424+ . +(n-1)2%=5-1r?
—2S-M)+ (=1 +n(n+1)%-S

odakle nakon sredivanja slijedi da je

nin+1)(2n+1)

%= 6

Dokaz 2. U ovom dokazu primijenit ¢emo dobro
poznatu formulu za sumu prvih n uzastopnih pri-
rodnih brojeva, .

B n(n+1)27} 5
31772 fz(n +n).

Tako je

14+24+3+4+.. +n=§

1

2+3+4+...4+n= Sl,é(lzﬂ)
1

34+4+...+n= 81—5(224—2)

1
44 ... 4+n= 31—5(32+3)

Nakon zbrajanja svih tih jednakosti dobivamo:

1-14+2-2+3-3+4-4+...4+n-n

=5
:n-Sl—%(12+22+32+...+(n—1)2)
S—n?
1
—5(1+2+3+...+(n-1)
S —n

g

S=nS -3 M) - 2(S-n)

2
ili
3. 1 n(n+1)
2o =8(n-3)+ 7
=S
3 1
= Ja-s(-39
3 1
= Ja-s()
nin+l) 2n1
—_— S5=—2 _ 2 3 2
PN SZ:n(n+1)(2n—i—1).

6

Dokaz bez rijeci 2:
Tangens polovi¢nog kuta

sin o
o]
2 o
1 S cosa
o sno
ig-—=-—-—
2 1+ cosa

broj 59 / godina 12. / travanj 2011.




