viSe nego u udzbeniku

Na drugi pogled

Senka Sedmak, Zagreb

Funkcija Cija je derivacija negativna na skupu A
ne mora biti padaju¢a na skupu A
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Na prvi pogled moze se dogoditi da previdimo svoj-
stvo skupa A koje vodi do tvrdnje iz naslova o funk-
ciji koja nas zanima.

Bit Ce rijeci o realnoj funkciji realne varijable pa se
to nece uvijek u daljnjem tekstu navoditi. Takoder,
ne bude li izri¢ito re¢eno drukgije, pretpostavijat ¢e
se da je A € R otvoren, funkcija f na njemu deri-
vabilna (diferencijabilna).

Kao kod ljubavi na prvi pogled, kad nas vlastite na-
de i ocekivanja navode da pretpostavimo odredena
svojstva 0sobe koja nas zanima, pametno je i ovdje
uputiti drugi pogled.

Taj je drugi pogled namijenjen otkrivanju i uklanja-
nju jedne sustavne greske iz udzbenika i nastave
matematike Cetvrtog razreda gimnazije.

Radi se 0 zadacima odredivanja intervala pada (ili
intervala rasta, ili intervala monotonosti) zadane
funkcije f . Ovdje koristeni nacin zapisivanja isti¢e
da je rije€ o genitivu mnoZine rijeCi “interval”. Isti
padez jednine iste rijeci sastoji se od istih slova, tek
je naglasak drukgiji. Nije gramatika razlog isticanja
da se ovdje radi o mnoZzini. Nesporazum bi mogao
imati posljedice po razumijevanje matematike. Ali
krenimo otpocetka. Pojam padajuce realne funk-
cije realne varijable stariji je i $iri od pojma takve
derivabilne funkcije.

Funkcija definirana na skupu prirodnih brojeva —
niz — nikad nije derivabilna, ni u kojoj tocki limes ko-
jim se definira derivacija funkcije u zadanoj tocki ne
moze postojati smijemo li se kretati samo prirodnim
brojevima.

Padaju¢a moze biti i takva funkcija. Slu€aj kad
je domena skup prirodnih brojeva N ne pokazu-

je, u pogledu definicije padajuce ili strogo pada-
juce funkcije, bitne razlike u odnosu na definiciju
tih pojmova kad je domena neki drugi podskup od
R. Funkcija f je strogo padaju¢a ako iz (X <
X2, X1 € D(f), xo € D(f)) slijedi f (x1) > f (x2).
Ako iz (X1 < X2, X1 € D(f), X2 € D(f)) slijedi
f(x1) > f(x2), kaZe se da je f padajuca. Sli¢no
se definira strogo padaju¢a i padaju¢a funkcija na
podskupu njezine domene A C D(f ). Lako je do-

1
kazati da je f (x) = o (x € N) strogo padajuca,
ali ne tehnikom deriviranja.

Zadaci iz zbirke za 4. razred koje zelimo komenti-
rati odnose se na funkcije koje jesu derivabilne u
svakoj tocki svoje domene. Ovdje se zeli osporiti
zaklju€ak iskazan u rjeSenjima zbirke (iako nigdje
jasno formuliran) da je takva funkcija nuzno pada-
ju¢a na skupu {x € D(f ) : f’(x) < 0}.
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Citirajmo primjer:

Zadatak: Odredi interval pada funkcije
2x—1
f(x) = ~ 1 Ponudeno riesenje je R \ {4}.

Za podetak konstatirajmo da R \ {4} nije interval.
Sada to izgleda kao suviSno cjepidlacenje, ali mo-
glo bi se pokazati logi¢nim zapazanjem.

Potrazimo argumente koji su rjesavace naveli da
pomisle kako je zadana funkcija f padajuc¢a na
skupu A = R\ {4}, a onda im pridruzimo argu-
mente tvrdnji da nije tako.

Prirodna domena funkcije f je skup A = R\ {4},
otvoren skup na kojem je f derivabilna. Vrijedi

f/(x) = ﬁpajef'(x) <0vxeA

Sada dolazi dio koji se ovdje zeli osporiti. U
riedenjima zadataka tvrdi se da je funkcija f pa-
dajuca na skupu A.

Ako je to istina, onda iz (X1, X2, X1 € A, X2 €
slijedi f (x1) > f(x2). Odaberimo X, = 0 €
Xo=5€A X <X. Tadajef (xq) =f(0) =
f(x2) =F(5) =9pajef(x1) < f(X).

N

NP>

Funkcija f nije padaju¢a na skupu A. lIstina je,
medutim, da f jest padajucana ( —oo, 4) itakoder
f jest padaju¢a na (4,00). Mogu se nabroji-
ti dva disjunktna neproSiriva intervala na kojima
je f padajuca i ponuditi ih kao rjeSenje zadatka
(—00,4) U (4,00). Jasno, i u formulaciji za-
datka trebalo je koristiti mnozinu i traZiti “interva-
le pada”. Ne moZe se, medutim, unija tih dvaju
intervala ponuditi kao rjesenje zadatka. Funkci-
ja f, kao 8to je bilo pokazano, nije padaju¢a na
A= (—00,4) U(4,00) =R\ {4}.

Nije slu¢ajno da se govori o intervalima pada funk-
cije, a ne o skupu pada funkcije. Ona jedna tocka
X = 4 “kriva” §to A nije povezan skup, onemo-
gucava onu ugodnu lako¢u zaklju¢ivanja od nega-
tivnosti derivacije do strogog pada funkcije.

Interval je povezan skup. Definiramo ga prvotno
kao skup svih brojeva X € R takvih da vrijedi a <
X < b (za prethodno izabrane a,b € R : a < b).

Ako samo jedan nedostaje, skup nije povezan i ne
zove se intervalom. Moguce je i pojam interva-
la generalizirati, ali je vazno pritom zadrzati bitna
svojstva — otvorenost i povezanost. Tako se uz
(a,b) = {xe€ R: a< x< b} intervalima zowu,
zazadania € R, jos i skupovi { —oc0,a) = {x €
R: x<a},(ao00) ={XeR: x> a}.

Otvorenost skupa je nuzan uvjet za uvodenje poj-
ma derivacije. Bilo je istaknuto da u slu¢aju niza taj
uvijet nije ispunjen.

Povezanost intervala je vazna jer garantira ono $to
nam se moglo brzopleto i pogresno uciniti da vri-
jedii opcenitije. Funkcija derivabilna u svakoj tocki
intervala A i takva da je f’/(X) < O na gitavom
intervalu A je strogo padaju¢a na tom intervalu.

Ako A nije interval, kao Sto se dogodilo u proma-
tranom zadatku, onda negativnost derivacije na A
ne poviaci zaklju¢ak da je ona padaju¢a na A.

U nastavi bi moglo biti zgodno ukazati na funkciju
f (x) = ctgx. Ta funkcija ima negativnu derivaci-
ju u svakoj tocki svoje domene (koja nije povezan
skup). Apsurdno bi bilo misliti da periodicka funk-
cija moze biti strogo padajuc¢a. Izaberemo i bilo
koji Xa iz prirodne domene ove funkcije Xa € A =
R\ Uz{kn}, ondajeXy = Xo+m € A X1 < Xp. Ali
ke

nije f (x1) > f (X2), nego je f (x1) = f (X2). Zgod-
na je viezba za ucenike da sami potraze kontrapri-
mjer za koji Ce vrijediti (y1 € A, Y2 € A y1 < Y2) i
uzto ctgyr < ctgyo.

VaZnost povezanostiintervala kod interpretacije de-
rivacije moze se pokazati i na lakSem terenu.

Mora li funkcija, €ija derivacija iznosi nula na Citavoj
domeni nuzno biti konstanta? Sugerira se analiza

. -1, zax<O0
funkcije f (x) = { 1 zax>0
je derivabilna na ¢itavoj domeni D(f ) = R\ {0}
i vrijedi f/(X) = 0Vx € D(f). Intervali konstant-
nosti ove funkcije su ( —oo, 0), (0, 00) . Niposto
D(f) = (—00,0) U(0,00).

. Ova funkcija

Zbirke ¢e pricekati idu¢e izdanje, nastava moze po-
gresku ispraviti odmah.
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