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Na ispitu drzavne mature iz matematike odrzanom
24. kolovoza 2011. kao jedan od zadataka na visoj
(A) razini postavljen je i sliedeci zadatak:

Halleyjev komet giba se oko Sunca
po eliptinoj putanji kojoj je numericki ekscentrici-
tet € = 0.967. Sunce se nalazi u Zaristu (fokusu)
te elipse. Najmanja udaljenost kometa od Sunca
je 8.75 - 10'° m. Koliko iznosi najve¢a udaljenost
Halleyjeva kometa od Sunca?

Napomena. Numericki ekscentricitet € racuna se
, e
prema formuli € = —.
a

Ovaj zadatak moguce je rijesiti tako da se intuitiv-
no zakljuci da je Halleyjev komet najblize Suncu u
krajnjoj toCki velike osi elipse koja se nalazi na istoj
strani (u odnosu na ishodiste zamisljenoga pravo-
kutnoga koordinatnoga sustava u kojemu proma-
tramo elipsu iz zadatka) kao i zariste u kojemu se
nalazi Sunce, odnosno da je Halleyjev komet naj-
udaljeniji od Sunca u trenutku kad prolazi drugom
krajnjom to¢kom velike osi elipse. Pokazimo ana-
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liticki da su ove tvrdnje doista istinite. U tu svrhu
dokazat ¢emo sljedeci poucak:

Neka je O ishodiste pravokutnoga ko-
ordinatnoga sustava u ravnini. Neka je E sredis$nja
elipsa’, takva da su tocke A i B krajnje to¢ke njezine
velike osi, a tocke C i D krajnje to¢ke njezine male
osi. Neka je F Zzariste elipse koje pripada duzini
OB. Tada je totka B to¢ka na elipsi najbliza zaristu
F atoctka A toc¢ka na elipsi najudaljenija od zarista
F.

Dokaz. Neka su a = |OB| duljina velike polu-
osi elipse, b = |OC| duljina male poluosi elip-
se i e = |OF]| linearni ekscentricitet elipse. Bez
smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da je
A(—a,0), B(a,0), C(0,b) i D(0,b). Primijetimo
da, prema definiciji elipse, vrijede sliedece jedna-
kosti:

a>b>0, (1)
a>e>0. (2)

lako duljina velike poluosi teoretski nije manja od
duljine male poluosi, u slu¢aju a = b elipsa prelazi
u sredisnju kruznicu polumjera a. Tada se zariSte
elipse podudara sa sredistem kruznice, tj. s isho-
distem O, a svaka toCka kruznice je, prema definiciji
kruznice, jednako udaljena od njezina sredista, pa
nema smisla govoriti o zari$tu najblizoj, odnosno
od zariSta najudaljenijoj toCki. Nejednakost a > e
slijedi npr. iz ¢injenice da tocke O, C i F tvore pra-
vokutan trokut (s pravim kutom u vrhu O) Cije su

! Elipsa sa sredistem u tocki O, takva da su koordinatne osi njezine osi simetrije.
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duljine kateta |OC| = b i |OF| = e, a duljina hipo-
tenuze |CF| = a?

Iz pretpostavke da je E srediSnja elipsa slijedi da
njezinu jednadzbu mozemo zapisati u obliku:

)C2 y2
Stm=1 (3)

Neka je T(xr,yr) proizvolina tocka elipse. Primi-
jetimo da za vrijednosti x7 i yr nuzno vrijede nejed-
nakosti:

—a < xr < a, (4)
—b <yr <b. (5)

To¢ka F. tj. zarite elipse koje pripada duzini OB,
ima koordinate F(e,0). Prema formuli za udalje-
nost dviju toCaka u pravokutnom koordinatnom
sustavu u ravnini, udaljenost tocke T od Zarista
F jednaka je:

d=/(xr —e)? + y3. (6)

Toc¢ka T pripada elipsi E, pa njezine koordinate mo-
raju zadovoljavati jednadzbu (3). To znaci da vrijedi
jednakost:

2 2
Xt VT
) + i 1. 7
|zrazimo i iz jednakosti (7) veliginu y%, dobit éemo:
2
X
=t (1-0). ®)

Uvrstimo i jednakost (8) u jednakost (6), dobit
¢emo:

2
dz\/(xT—e)2+b2-(1—Z—§). 9)

Primjenom jednakosti

a =b* + €, (10)

koja slijedi izravhom primjenom Pitagorina poucka
na ranije uo¢eni pravokutan trokut OCF, odnosno
primjenom toj jednakosti ekvivalentne jednakosti

b =a -, (11)

izraz (9) tranformiramo na sljedec¢i nacin:

b2
d:\/xzr—2-x7-e+e2+b2—g~xzr

a2 —e b
.xT

= \/sz—2~xT-e+e2—|—(a2—e2)—

a2

2
= \/x%—2~xT-e+e2+a2—e2— (1—%) X3

2
e
:\/%—Z-xr-e—kaz—xzr—&—?-xzr

62 >
?waZ-xT'eJraz
e 2
e
a
:‘E-xr—a‘. (12)
a

Iz nejednakosti (2) slijedi
0< <1, (13)
a

pa mnozenjem nejednakosti (4) sa (strogo pozitiv-
nim) brojem — dobivamo:
a

—a--<

ST
QI

odnosno

IN
SN

—e
Zbog nejednakosti a > e, iz (15) slijedi:
¢y <a (16)
a
Stoga je
‘E-xT—a‘:a—f-xT (17)
a a

jer je izraz pod apsolutnom vrijedno$céu strogo ne-
gativan. Prema tome, jednakost (12) prelazi u

d=a— 5 xr. (18)
a
Buduci da iz (13) slijedi
¢ <o, (19)
a

% Tvrdnja |CF| = a lagano se dokazuje koristeci se definicijom elipse. Naime, ako je F; € OA drugo Zaridte elipse, onda su trokutovi
AOFCi AOF, C sukladni prema poutku S-K-S (oba su trokuta pravokutna i imaju sukladne katete). Stoga vrijedi jednakost |CF| = |CF}|.
Budu¢i da je C toc¢ka elipse, prema definiciji elipse, zbroj udaljenosti te to¢ke od obaju zarista elipse mora biti jednak duljini velike osi, tj.
2-a. Tako iz |CF| = |CF,|i|CF| + |CF;| = 2 - a odmah slijedi |CF| = a.
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realna funkcija f jedne realne varijable definirana
propisom

flr) === xrta (20)

strogo je padajuca linearna funkcija. Prema (4), ta
je funkcija definirana na segmentu [—a, a]. Pozna-
to je da svaka strogo padajuc¢a funkcija definirana
na segmentu postiZze najvecu vrijednost u pocetnoj
toCki segmenta, a najmanju vrijednost u krajnjoj
to¢ki segmenta. To znadi da funkcija f postize naj-
veCu vrijednost fimax za Xp = —a i ta je vrijednost
jednaka

fmax =f(—a) = 72 (—a)+a=a+e, (21)

te da ista funkcija postize najmaniju vrijednost fiin
za xp = aita je vrijednost jednaka

fmin:f(a)z—g-a+a:a—e. (22)

No jedina je tocka elipse Cija je prva koordinata
jednaka —a upravo to¢ka A, a jedina je tocka elip-
se Cija je prva koordinata jednaka a upravo tocka
B. Stoga je odabranom zaristu F najbliza tocka
elipse upravo tocka B (i udaljenost tih dviju toCaka
je a — e), a od toga zarista najudaljenija je tocka
elipse upravo tocka A (i udaljenost tih dviju tocaka
jednaka je a + e). Time je pou¢ak dokazan.

Na potpuno analogan nacin dokazali bismo poucak
1 u slu€aju da promatrano Zariste elipse pripada
duzini OA. Tada bi tocka A bila tocka elipse naj-
bliza promatranom zaristu, a tocka B tocka elipse
najudaljenija od promatranoga Zarista.

Radi potpunosti, navedimo ukratko i rjeSenje pos-
tavljenoga zadatka. Neka sud i D redom najmanja,

odnosno najveca udaljenost Halleyjeva kometa od
Sunca. Prema poucku 1 vrijede jednakosti:

a—e=d, (23)
a+e=D. 24)

e . .
Iz formule € = — slijedi
a

e==¢-a, (25)

pa uvrstavanjem te jednakosti u jednakost (23) do-
bijemo:

a—¢g-a=d,
a-(1—¢)=d,

i odatle
d

azl_g.

Uvrstavanjem ove jednakosti u jednakost (24) do-
bivamo:

(26)

€-d
e=€-a= .
1—¢

(27)

Preostaje jednakosti (26) i (27) uvrstiti u jednakost
(24):

D=a+e
d d-e
D=
1—£+1—e
1+e¢
D= -d 27
1-¢ 7

Uvrstavanjem zadanih numerickih podataka € =
0.967id = 8.75 - 10" slijedi:

1+ 0.967 0
D=—"".875-1
1 —0.967 8.75-10
1.967
= .8.75-10"
0.033

D =~ 521.5530303 - 10'°
D ~ 5.21553 - 10* - 10"
D ~5.21553 - 102 m.
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