Andelko Mari¢, Sinj

Prema nastavnom programu nastave matemati-
ke u naSim srednjim Skolama, ucCenici imaju pri-
godu upoznati nizove tek u zavrSnom razredu
Cetverogodi$njih Skola.  Prema tom programu,
ucenici moraju ovladati dvama posebnim nizovi-
ma: aritmetickim i geometrijskim.

Mislim da se to, u metodi¢kom pogledu, u nasim
Skolama ne radi ba$ najbolje. Navest ¢emo i
pokusati objasniti neke zamjerke, a potom ¢emo
upoznati neke posebne nizove.

Ucivo iz tog dijela programa prenosi se, prema ne-
koj inerciji, onako kako su ga sadasnji profesori
slusali od nekada$njih svojih profesora, i tako iz
narastaja u narastaj. Zato se Cesto niz, kao vazan
matematicki pojam, uopcée ne definira i prepusta
se uéeniku da ga sam intuitivno prihvati. Tomu pri-
donesu i neki udzbenici u kojma se, bez ikakve
priprave, odmah pocinje s obradom aritmeti¢kog
niza, a da se uopce ne kaze sto je to niz.

Uobicajeno, taj se niz definira otprilike ovako:

Aritmeticki niz je niz brojeva u kojemu je razlika sva-
kog ¢lana i njemu prethodnog ¢lana stalan broj.

Procitajmo jo$ jednom samo pocetak ove defini-
cije: AritmetiCki niz je niz brojeva... Ne bi li ovo
trebalo znaciti da ucenik zna $to je niz? Osim to-
ga ovo ne vrijedi za svaki ¢lan niza jer ne postoji
prethodni ¢lan prvog ¢lana.

U proslom broju MIS-a govorili smo o zadanosti ni-
za i spomenuli da niz moze biti zadan i rekurzijskom
relacijom, ali da je najprikladnije ako je niz zadan
funkcijskom jednadzbom a,, = a(n), n € N.

U mnogim problemima o nizovima zadanim rekur-
zijom, najprije treba odrediti formulu za op¢i €lan
niza (Sto moze biti i slozeno) i tek tada i¢i na daljnje
rieSavanje problema.

No vratimo se navedenoj definiciji aritmeti¢kog ni-
za.

IS

Nizov

2. dio: Neki posebni nizovi

75



matematicka zrnca

76

Ako razliku dvaju susjednih ¢lanova tog niza oz-
nacimo s d, dolazimo do relacije

apyl — ap = d

(Sto je bolie od a, — a,_1 = d, kako Cesto pise).
Ovo se moZe pisati ovako:

ay+1 = dy +d, d e R.

Ova posljednja relacija znaci da je niz zadan rekur-
zijom.

Sama je praksa pokazala da se, izravno primjenju-
juéi uobicajenu definiciju, ne moze mnogo uciniti.
Zato se obi¢no dalje nastavlja tako da se, iz te
definicije, dokazuje formula @, = a; + (n — 1)d,
$to je zapravo formula oblika a, = a(n). Dalje se
obi¢no navodi da se ovakav niz zove aritmeticki,
gdje je svaki ¢lan aritmeticka sredina dvaju susjed-
nih ¢lanova, pri ¢emu se Cesto zaboravi iskljuciti
prvi ¢lan. To se onda jos$ provijeri na nekoliko prim-
jera i stvar se smatra gotovom.

Ako smo se ve¢, nakon stoljetnih traganja, opre-
dijelili da niz (gdje je god to moguce) definiramo
formulom @, = a(n) onda je normalno ocekivati
da tako definiramo i aritmeticki niz.

Pokazat ¢u kako sam to ja dugo vremena radio u
razredu.

Definicija. Niz (a,) zadan formulom
a,=dn+c;, d,ceR, d#0
zove se aritmeticki niz.

Svojstva ¢lanova aritmeti¢kog niza su:

1) Razlika svakog ¢lana niza (osim prvog) i njemu
prethodnog Clana je stalna i jednaka d, gdje je
d realan broj iz definicije niza.

Dokaz:
apy1 —ap=din+1)+c—dn—c=d.

2) Svaki Clan aritmeti¢kog niza (osim prvog) je arit-
metiCka sredina dvaju susjednih ¢lanova.

Dokaz:
ap1+ a1 dn—1)+c+dn+1)+c
2 N 2
2dn + 2c¢
= — =dn+c=a,.

3) Svaki ¢lan aritmetic¢kog niza je aritmeticka sre-
dina dvaju jednako udaljenih ¢lanova niza, ako
takav “lijevi” Clan postoji.

ap—p +a
(np2 n+p:an7 pEN)

4) Ako su r i s bilo koja dva prirodna broja i a(n)
aritmeticki niz, tada vrijedi:

aris = a, +sd = a; + rd.

Dokazi tvrdnja 3) i 4) jednostavni su i prepustaju se
Citatelju.

Moze se dokazati da su navedena svojstva medu-
sobno ekvivalentna i ekvivalentna definiciji niza. To
znaci da niz koji ima jedno od tih svojstava ima i
ostala svojstva i da ne postoji nijedan drugi niz koji
ima jedno od tih svojstava, osim nizaa, = dn+ c.

Pokazimo jos jednu prednost ovakvog pristupa ob-
radi aritmetiCkog niza.
Neka je funkcija a(x) zadana formulom

a(x) =dx+c; d,ceR, d#0.

Graf te funkcije je pravac koji ozna¢imo s a, kao na
slici.

Na osi x su to¢ke A, B i C, Cije su apscise redom
n—1,nin+1;n € N. Nekasu D, Ei F tocke prav-
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ca a, tako da su ortogonalne projekcije tih to¢aka
na os apscisa upravo to¢ke A, B i C.

Koordinate to¢ke E su E (n,a(n)) i analogno za
tocke D i F.

Promatrajmo niz @, = dn + c¢. Vrijedi |BE| =
a(n) = a,. Istojetako |AD| = a(n— 1) = a,_; i
|CF|=a(n+1) = ay.

Zaklju¢ujemo da su ordinate to¢aka D, E i F tri
uzastopna ¢lana aritmeti¢kog niza a(n).

Zbog sli¢nosti vrijedi a,+ 1 — a, = a, — an_1.

Isto je tako duzina BE srednjica trapeza ACFD,

v . Qp1 t+ apy
zbog Cega je B S— =ay.

Na ovaj smo nacin pokazali da za ¢lanove aritme-
titkog niza vrijede svojstva koja smo upravo doka-
zali.

Slicno mozZemo definirati i geometrijski niz, a potom
dokazati svojstva koja imaju ¢lanovi tog niza.

Definicija. Niz (a,) zadan formulom
rqeR, r#0, ¢#0,1

zove se geometrifski niz.

.
a, =rq;

Svojstva ¢lanova geometrijskog niza su:

1) Kvocijent svakog (osim prvog) ¢lana geometrij-
skog niza i njemu prethodnog ¢lana je stalan
broj i jednak broju g iz definicije niza.

Dokaz:

Ap+1 7”9"“ 7q : o
aw g g "

2) Apsolutna vrijednost svakog (osim prvog) ¢lana
geometrijskog niza jednaka je geometrijskoj
sredini apsolutnih vrijednosti dvaju susjednih
¢lanova tog niza.

Dokaz:

\/|an71| : ‘an+1‘ = \/|anfl . an+1|

= VI g T = VP = | = [a]

Vidjeli smo da su ova dva jedina niza koji se
proucavaju u srednjoj Skoli i koji se dovode u vezu
s istoimenim sredinama.

Osim tih dviju, znamo da postoje jo$ dvije takozva-
ne osnovne sredine. To su harmonijska i kvadratna
sredina.

Podsjetimo se definicija tih sredina.

Oznacimo li harmonijsku, geometrijsku, aritmeti¢ku
i kvadratnu sredinu dvaju pozitivnih brojeva xiy, re-
dom H, G, Ai K, tada definiramo:

H:ﬁ7 G:\/x_%
_+_
X y
X+y x2+y2
A= K= .
2’ 2

Analogno se te sredine definiraju i za tri ili viSe po-
zitivnih brojeva.

Usput spomenimo da za navedene sredine vrijedi
poznati sustav nejednakosti. Naime, ako je zadan
skup pozitivnin brojeva X = {x;,x,, ...,x,}, tada
za osnovne sredine tog skupa vrijedi niz nejedna-
kosti:

minX < H<G<A<K<maxX,

pri ¢emu u svim nejednakostima vrijedi jednakost
akoisamoakojex; =x3 = ... = X,.

Logi¢no je pitanje: Ako za dvije od tih sredina pos-
toje nizovi kojima je svaki ¢lan odgovarajuca sredi-
na dvaju susjednih ¢lanova, vrijedi li to za ine dvije
sredine?

Ako takvi nizovi postoje, kako ih definirati?

Pretpostavimo da postoji niz k(n) u kojem je svaki
¢lan (osim prvog) harmonijska sredina dvaju sus-
jednih ¢lanova.

Prema definiciji harmonijske sredine vrijedi:

2 1 1 2
1 T 1 hn—l hn-H hn ’
hnfl hn+1

hy =
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. ) 1 .
Uvedemo li zamjenu i = a,, dobijemo:
n
p—1 + lpy1
- 3 An,
odakle zaklju¢ujemo da su reciprocne vrijednosti
¢lanova niza (h,,) ¢lanovi aritmetickog niza.

Tako, primjerice, iz aritmetickog niza 3, 7, 11, 15,

11 1 1
19, ..., jednost dobij iz =, = — =
1 jednostavno dobijemo niz T 7T 1 15
0 Svaki ¢lan (osim prvog) tog niza je harmo-

nijska sredina dvaju susjednih ¢lanova. Zato ga,
po analogiji na aritmeticki i geometrijski niz, zove-
mo harmonijski niz (u Sirem smislu).

Najjednostavniji aritmeticki niz je niz a, = n, to jest
niz prirodnih brojeva 1, 2, 3, .... Zato je najjed-
1
) ga

| =

nostavniji harmonijski niz T
Cesto se pod pojmom harmonijskog niza podra-

zumijeva upravo ovaj poseban takav niz. To se

1 1 1
pogotovu odnosi nha pripadni red 1 + 3 + 3 +...,
koji se uobicajeno naziva (samo) harmonijski red.

Na isti nagin mozemo pokazati da postoji niz (k) u
kojem je svaki ¢lan,osim prvog, kvadratna sredina
dvaju susjednih ¢lanova.

Ako takav niz postoji, tada vrijedi

oo fRm TR ko kg
n 2 ) n 2

Odavde zakljuéujemo da su kvadrati ¢lanova traze-
nog niza ¢lanovi aritmeti¢kog niza. Ovako odreden
niz (k,) zove se kvadratni niz.

To moZemo kazati i ovako. Ako je (a,) aritmeticki
niz s pozitivnim &lanovima, tada je (k,) = (v/a,)
kvadratni niz.

Takvi su primjerice nizovi \/T \/5 3, \/ﬁ \/ﬁ
. 1V3,V/10,V/17,7/24, V31, .. ..

1 1
Primjer 1. U nizu (a,) zadano je a; = 3 ia, = 3
Postaiji li niz tako da je drugi ¢lan harmonijska, tre¢i

Clan geometrijska, Cetvrti ¢lan aritmeticka i peti ¢lan
kvadratna sredina dvaju susjednih ¢lanova?

Rjesenje: Ako takav niz postoji, tada su brojevi
1

25 1
Zato su brojevi 2, 5 i — uzastopni ¢lanovi aritme-
as

i asz uzastopni ¢lanovi harmonijskog niza.

1 1
tickog niza, odakle je — = 8§, tojestaz = —.
as 8

Brojevi ay, az i a4 Clanovi su geometrijskog niza,

2

a 5
odakle jeas = v/az - azllias = =, ay = —.

ay 64

1 5
Isto su tako brojevi 3 & i as uzastopni Clanovi

1
aritmeti¢kog niza, odakle je as = I

Sljedeci Sesti ¢lan niza dobijemo iz formule koja vri-

)
jedi za &lanove kvadratnog niza as = {/ & ;%
2 25 8§ —25
lia: =22 a3 =5 — —> =—>—<0.
6 ST 32 64 4

Zaklju¢ujem da Sesti ¢lan niza nije realan broj, zbog
¢ega ne postoji takav realni niz.

Da smo u uvjetima zadatka dopustili da ¢lanovi ni-
za mogu biti kompleksni brojevi (takav se niz zove
kompleksan niz), tada bi zadatak imao rjeSenje.

Sada ¢emo definirati jednu vrstu nizova koji se mo-
gu shvatiti kao restrikcija polinoma n-tog stupnja.

Definicija. Niz (a,) zadan ovako:

an:aknk—kock_lnk*l—l—...—&—aln—i—oco;
oy, 0, ...,0 ER, 0o 0, keN

zove se polinomni niz k-tog stupnja.

Najjednostavniji takav niz je niz prvog stupnja, za
k=1, a, = oyn + o ili uz uobicajenije oznake
a, = dn + c, to je poznati, ve¢ ovako definirani
aritmeticki niz.

Isto tako niz a, = opn®* + oyn + o il a, =
an* + bn + ¢ je polinomni niz drugog stupnja.

Definicija. Za zadani niz (a,), niz (b, ) zadan ova-
ko:
by = apy1 — ay,
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zove se niz (prvih) razlika niza (a,).

Tako, na primjer, za niz 17, 20, 25, 13, 15, 30, 35,
40, 39, .. ., niz prvih razlika glasi:

3,5 —12,2,15,5,5, —1,....

Niz prvih razlika ovako definiranog niza (b,), ni
(cn) je niz drugih razlika niza (a,).

z

Zato, za zadani niz (a,) Clanovi niza (c,) su:
2, —17, 14, 13, 10, 0, —6, . . ..

Niz prvih razlika aritmeti¢kog niza stalan je niz, §to
neposredno slijedi iz a,+1 — a, = d, za svaki pri-
rodan brojn > 1.

Niz prvih razlika geometrijskog niza kvocijenta g
jest geometrijski niz zajednickog kvocijenta g. Do-
kazimo to.

Ako je a, = rq", tada je
by = appr—ay, = rq"' —r1 = rq"(g—1) = sq",
gdiejes =r(g—1).

Odavde, prema svojstvima geometrijskog niza, za-
klju¢ujemo da je niz (b, ) geometrijski s kvocijentom
q.

Sada éemo navesti neka svojstva niza a, = an” +
bn+c.

Primjer 2. Zadan je niza, = 2n> — n + 3.

a) Odredi deset pocetnih ¢lanova niza.

b) Odredi pocetne Elanove niza (b,), niza prvih
razlika niza (a,).

c) Odredi pocetne ¢lanove niza (c¢), niza drugih
razlika niza (a, ).

d) Sto naslucujes$ o nizovima (b,) i (c,)?

RjeSenje:

a)a=2-12-1+3=4,
a=2-22-2+3=09,
a3=2-3-3+3=18
Isto tako izra¢unamo daljnje ¢lanove niza (a,)
i dobijemo: 4, 9, 18, 31, 48, 69, 94, 123,
136, ...

b) Pocetni ¢lanovi niza (b,) su: 5,9, 13, 17, 21,
25,29,33,....

c) Pocetni ¢lanovi niza (c¢,) su: 4, 4, 4, 4, 4, 4,
4

PRI

Na temelju svojstava aritmeti¢kog niza, naslu¢ujemo
da je niz (b,) aritmeticki.

Isto tako vidimo da su svi napisani ¢lanovi niza (¢,
medusobno jednaki i naslu¢ujemo da je taj niz sta-
lan.

Ovo vrijedi opc¢enito za svaki niz oblika a, =
an® + bn + ¢, $to éemo dokazati u sliede¢em pri-
mijeru.

Primjer 3. Dokazi opc¢enito da je niz prvih razlika
niza a, = an® + bn + ¢ aritmetiki, a niz drugih
razlika stalan niz.

Rjesenje: Oznacimo li s (b,) niz prvihi s (¢,) niz
drugih razlika, tada vrijedi:
by = ani1 — ay
=an+ 1) +b(n+1)+c—an®>—bn—c
=2an+ (a+Db).
Vidimo da je niz (b,,) oblika b, = dn+ ¢ zbog ¢ega
je taj niz aritmeticki.

Niz drugih razlika niza (a,) je niz prvih razlika niza

(bn).
Zato je

Cn = bn+1 — by,
=2a(n+ 1)+ (a+b) —2an — (a+ b) = 2a;
cn =2a €R.

ZakljuGujemo da je (¢,) stalan niz.

Na isti se nacin dokaze da je niz prvih razlika poli-
nomnog niza stupnja n polinomni niz stupnjan — 1.
To neposredno slijedi iz definicije b, = a,+1 — ay.
Iz toga takoder slijedi da je niz n — 1 razlika po-
linomnog niza n-tog stupnja aritmeticki i niz n-tih
razlika tog niza stalan niz.

Primjer 4. Ovu posljednju tvrdnju provjeri za poli-
nomni niz tre¢eg stupnja.
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Rjesenje: Treba dokazati da je niz tre¢ih razlika niza
ay =an’ +bn* +cn+d; a,b,c,d €R, a #0

stalan niz.

Za niz prvih razlika tog niza vrijedi:
by = any1 — an

=an+1’+b(n+172+cn+1)+d
— (an® +bn* 4 cn + d)

=a[(n+1)° =]+ b[(n+1)* — n?
+cn+1-—n)

=aB3n* +3n+1)+b2n+1)+c

=3an’ 4+ (3a +2b)n+ (a+b +c).

Isto je tako niz drugih razlika:

Cn = bny1 — by
= 3a(n+1)> 4+ (3a+2b)(n+1) + (a+b+c)

— [Ban® + (3a +2b)n + (a + b + )]

=3a[(n+1)* = n*] + Ba+2b)(n+1 —n)
= 6an + (6a + 2b).

Konacno je niz tre¢ih razlika:

dy = 1 — Cn
= 6a(n+ 1) 4+ 6a + 2b — 6an — 6a — 2b,

to jest
d, = 6a € R.

Primjer 5. Odredi formulu za zbroj poCetnih n
&lanova niza a, = an® + bn + c.

RjeSenje: Treba izraCunati

sn:ian:i(an2+bn+c)
1 1
n 2 n
aan—l—bZn—i—ch
1 1 1

. n(n+1)6(2n+1) b
nla(n+ 1)(2n+ 1) 4+ 3b(n + 1) + 6¢]
6

[a(2n® +3n + 1) + 3bn + 3b + 6¢].

.n(n—|—1)+c.n

(o NI

Konacno:

Sp = g[Zan2 +3(a+b)n+ (a+3b+6¢c)].

Postoji postupak kojim se moZe odrediti zbroj
s=1F428434 . 445 nkeR

(vidi A. Mari¢: Konacni zbrojevi, Element, Zagreb,
1998.)

Pomocu tih formula moze se izracunati n-ti djelo-
micni zbroj svakoga polinomnog niza.

Primjer 6. U nizu (a,) zadanoje a; = 1, a = 2.

a) Odredi deset pocetnih ¢lanova niza tako da su
¢lanovi s parnim indeksom aritmeticka sredi-
na, a ¢lanovi s neparnim indeksom (osim pr-
vog Clana ) geometrijska sredina dvaju susjed-
nih ¢lanova.

b) Odredi formulu za opéi ¢lan niza (b,) koji je
podniz niza (a,) s neparnim indeksima.

c) Odredi formulu za opéi ¢lan niza (c,) koji je
podniz niza (a,) s parnim indeksima.

d) Odredi formulu za opéi ¢lan niza (a,).

Rjesenje:
a) Na temelju definicija aritmetiCke i geometrijske

sredine napig§imo pocetne Clanove niza (ay,):
9 25
1,2,3,-,6,8, 10, —, 15,18, ...
2 2
b) Isto tako mozemo odrediti pocetne ¢lanove niza
(by):1,3,6,10,15, ...

Za nadene Clanove niza pocetni ¢lanovi niza pr-
vihrazlikasu: 2, 3,4, 5, .. ., odakle naslu¢ujemo
da je niz oblika b, = an® + bn + ¢. Odavde je,
zan=1,2,3:

a+b+c=1,
4a+2b+ c =3,
9a+3b+c=6.

RjeSenje ovog sustava je:
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Zato je

1 1
b, = En2 +3n i b, =

1
Op¢i lan nizaje ¢, = E(n +1)2

d) Ove formule vrijede za nekoliko pocetnih Elanova
niza. Podsjetimo se da odatle ne smijemo za-
kljuciti da one vrijede za sve ¢lanove niza. Pret-
postavimo li da to vrijedi, treba jo§ dokazati:

1. Aritmeticka sredina dvaju susjednih ¢lanova
niza (b,) je ¢lan niza (c,).

2. Geometrijska sredina dvaju susjednih ¢lanova

niza (¢,) je ¢lan niza (b,).

Dokaz:
1.

%(bn+bn+l)

1 (nn+1) (n+1)(n+2)
__'< > 2 )
(n+1)?

= = Cn;

Sada mozemo napisati formulu za opéi ¢lan
niza (a,) koja glasi:

Keel) g

a, = 2 k € N.
k+1 :
(et 1) z ) , n=2k

Tom Henderson
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