Nizov

4. dio: Neke primjene Fibonaccijeva niza
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Andelko Mari¢, Sinj

Niz (f,) zadan rekurzivnom relacijom f,i2 =
for1 +fnneN fi=a,f, =b;ab € Nzove se
Fibonaccijev' niz. Karakteristi¢na jednadzba Fibo-
naccijeva niza glasi x> —x— 1 = 0. Rjesenja te jed-
L4V5 L 1-V5 1
2 T2 T
te je izraz za op¢i ¢lan Fibonaccijeva niza:
(LY p(L ) aper
2 2
(D
Mi ¢emo se, u ovom ¢lanku, baviti isklju¢ivo Fibona-
ccijevim nizom s pocetnim &lanovima f| = f, = 1,
tj. s nizom 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, &9,
144, .. .te e namu daljnjemtekstu (f,,) oznacavati
upravo taj niz.

nadzbe su brojevi

fn:A

Stavijaju¢iu (1) f1 = 1, f, = 1, dobijemo:

() a1 )

2
1 5\2 1 —+v5\2
A(FE) a(12) -
2 2
RjeSenje ovog sustava je A = ! B = ! te
J ] g J 5 NG
jeopciclannizal, 1,2,3,5,...danizrazom:.

fn:

L+V5\r /1= +/5\n
A=) (7)) @
V5 2 2

ViSe o Fibonaccijevu nizu Citatelj moze naci, na pri-
mijer, u knjizi Darka Veljana Kombinatorika s teorijom
grafova, Skolska knjiga, Zagreb, 1989.

Za Citanje daljnjeg teksta dovoljno je najelemen-
tarnije srednjoskolsko znanje, te tekst mogu pratiti i
ucéenici nizih razreda srednje Skole. DodusSe, pojav-
ljuje se na jednom mijestu izracunavanje grani¢ne

vrijednosti niza a,, $to mladi uc¢enici mozda nece
razumieti, ali taj dio nije nuzno bitan za razumijeva-
nje daljnjeg teksta.

Definirajmo sada niz a :
f2n71
f2n
ccijeva niza (2). Zapisimo nekoliko ¢lanova niza a,,:

1 25 13 34 89

1'3°8'21' 55 144"

N — Q ovako: a, =

,n € N, gdje su fa,_1 i fa, ¢lanovi Fibona-

Buduci da je

on 1

lima, = lim~——
2n

(G M e B
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T (]
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(o B <02

to je niz @, konvergentan. Grani¢nu vrijednost niza

1+V5

1
jeu = T Brojevi 1 i A zadovoljavaju jo$ jednu

a, oznatimo s . U = Zapazamo da

jednostavnu relaciju A — u = 1.

, 1 Ar—1 A
Zalsta,/l—uflfxf ==

(jer je A rjesenje jednadzbe x*> —x—1=0) = 1.
Broj ((A) je jedini pozitivni broj koji uvecan (uma-

! Leonardo iz Pise, zvan Fibonacci (skraéeno od Filius Bonaccli), talijanski matematicar (oko 1170. do 1250. g.).
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njen) za 1 daje svoju recipro¢nu vrijednost, Sto se
vrlo lako provjeri.

Neka je zadana duzina AB duljine |AB| = a i nje-
zinatotka T, |AT| = x. Ako za brojeve a i x vrijedi
relacija a : x = x : (a — x) (tj. ako se duljina ¢itave
duZine naprama duljini njezina veceg dijela odno-
si kao duljina veéeg dijela naprama duljini manjeg
dijela), kazemo da tocka T dijeli duzinu AB u zlat-
nom omijeru, odnosno da tocka T &ini na duzini AB
zlatni rez (sectio aurea) (slika 1).

A T B

Slika 1.

Izratunajmo vrijednost zlathog omijera x : (a — x):

a:x=x:(a—x) = *=d®—ax
— PHax—d*=0

= x= %(—aia\/g)

= (zbog x>0):@.
Imamo dalje:
x:(a—x)=a:x= 2 —\/§+1
' V51 2
:l:l_
U

Vidimo da je vrijednost zlathog omjera jednaka re-
cipro€noj vrijednosti grani¢ne vrijednosti niza a,,.

Zlatni rez poznavali su ve¢ stari Grci, Sto se vidi iz
raznih arhitektonskih rjeSenja na hramu Partenon
na Akropoli.

Najslavniji grcki arhitekt i kipar Fidija u mnogim
se svojim djelima Kkoristio omjerom zlatnog reza.
Sam naziv sectio aurea upotrebljava se od 19. sto-
lieca. U srednjem vijeku i u razdoblju renesanse,
matematicari su bili toliko zaokupljeni tim omjerom
da je bio prozvan bozanskim omjerom (divina pro-
portio). Renesansni matematicar fra Luca Pacioli,

OFM, izdao je 1509. g. knjigu De divina proportione
(O bozanskom omjeru) koju je ilustrirac Leonardo
da Vinci.

Nizovi (f,) | (a,) u uskoj su vezi s tzv. geomet-
rijskim paradoksom, u kojem se kvadrat dijeli na
dijelove od kojih se sastavlja pravokutnik, vece ili
manije plostine od plostine kvadrata.

Kvadrat stranice a = 8 podijelimo kao na slici 2a)
na dva pravokutna trokuta i dva pravokutna trapeza
od kojih sastavimo pravokutnik kao na slici 2p).

D 8 C
3 3
G
E F
5 3
5 5
3 5
A H B
a)
S R
8 5
3
5 5
3
5 8
P o
b)

Slika 2.

Medutim, plostina kvadrata je Papcp = 8% = 64,
a plostina pravokutnika Ppogs = (5 +8) -5 = 65.

Isto je tako plo&tina kvadrata na slici 3a) jedna-
ka 13 = 169, a plodtina pravokutnika na sli-
ci 3b) slozenog od dijelova tog kvadrata jednaka
(8+13)-8 =168

Gdje je pogreska? Ona se krije u tome Sto duljina
dijagonale QS pravokutnika PQRS sastavljenog od
dijelova kvadrata ABCD nije jednaka zbroju duljina
duzina EC i HG, jer bi u sluéaju jednakosti vrijedio
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matematicka zrnca
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b)
Slika 3.

omjer 3 : 8 = 5 : 13 koji nije tocan, kao $to nije
to¢an niomjer5: 13 = 8 : 21.

Uocimo dvije stvari. Prvo, plo&tina slozenog pravo-
kutnika je u prvom slucaju za 1 veca, a u drugom
sluéaju za 1 manja od plostine polaznog kvadrata.
I drugo, duljine svih duzina koje se pojavljuju uzas-
topni su Clanovi Fibonaccijeva niza. Postavlja se
pitanje, moze li se kvadrat duljine stranice a, a € N
podijeliti duzinama kao na slici 4a), da se od njega
moze sloZiti pravokutnik kao na slici 4b), pri ¢emu
sub, c € N.

Duljine duzina koje se pojavljuju, poredajmo po ve-
licini: b, ¢, a,d. Budu¢idaje: a = b+c,d = c+a,
moze se staviti b = f,, ¢ = far1, @ = far2,
d = fny3, gdie su fu, fuy1, far2, fai3 Uzastopni
Clanovi Fibonaccijeva niza (opc¢enito, ne nuzno s
pocetnim Clanovima f| = f» = 1).

Da bi se od zadanog kvadrata mogao sloZiti pra-
vokutnik na nacin kao na slikama 4a) i 4b) mora

d
vrijediti: a_ —, odnosno:
b ¢

fora _ fris ot _ fori HFoin
fn fn+1 fn fn+1
Sur1 o2
— 1+ =1+
fn fn+1
forr _ ot
fn fn+1
— f”_""l — In +1.
fn fn+1
. ,.fn+l _ . L
Stavljajuci f— = x, posljednja jednakost prela-
1 n
Zux=-41 = ¥X*—-x—-1=0 =
X
1 5
x = +2\/_ ¢ Q. S druge je pak strane

fnafrH—l eN = fn+1

=x € Q, sto je kontra-

dikcija. Zakljucak: kvaé'rat se ne moze pretvoriti u
pravokutnik na zadani nacin, tj. da je stranica kva-
drata a = b + ¢, a stranica pravokutnika a + ¢, c;
a, b, c € N. To je moguce, kako smo vidjeli, samo
ako se stranica kvadrata duljine a podijeli u omjeru
¢ faun  1+V5

b f. 2

, tj. u omjeru zlatnog reza.

Slika 4.
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Zapazimo, takoder, da dijelovi kvadrata to bolje po-
krivaju pravokutnik koiji je slozen od tih dijelova ako
je stranica kvadrata a = f sa $to ve¢im indeksom
k, k€ N.

Na slikama 5a) i 5b) gdje je stranica kvadrata

=3 =0b+c =1+ 2, a stranice pravokut-
nika c +a = 5, ¢ = 2, lijepo se vidi da dijelovi
kvadrata ne pokrivaju cijeli pravokutnik.

a)

b)
Slika 5.

Navedimo jo$ jedan primjer, sada iz fizike, u kojem
se pojavljuju ¢lanovi niza (f,), odnosno (a,).

Definirajmo niz otpora R, (n € N) pomoc¢u za-
danog otpora R ovako: Ry = R, R, zan > 1,
pomoc¢u sheme na slici 6.

| | | |
R R, R, R,
R[] T R[] I R[] R[] R[
R R R R
| | | |
Rl RZ RS R4 Rn
Slika 6.

Izrazimo vrijednost otpora R, u funkciji R in (n €

N):
R =R
11 L3 a2,
R, R +R R 2R ?
1 1 1 1 1
Rs R,+R R 2 TR
S JR+R
1,3 8 1
R(5+) 5RO
LS DU S DS
Ri 5
Ri R;+R R P R
1/8 21 1 3
=—(=41)==2 Ry= —R
R<13+) 13'R fT 2
L1 1 Lo
Rs Ry+R R 13 'R
21
_ 121 55 1 34
_ 1 -. —R
<34 ) 34 R > 55

Nasluéujemo daje R, = a,R, a, € Q. n € N.

Dokaz provodimo matematickom indukcijom:

1 1 L 1 1 n 1
Riyi R, +R R aR+R R
1 _ant2 2 1
Coa, + a+1 R
a, + 1
—R.
n+1 a, + 2
Iz posliednije jednakosti zakljuCujemo: a, € Q —
a, +1 €0
=da .
a, + ) n+1

Budu¢idajea; =1 € Q, tojezasvakin € N:
R, = a,R, a, € Q.

a,+1  a+1 2
Nadalje je, zbog a,+1 = ==
1182000 et = T v 2 T3
1
=a, apy = n + zaVn € N.

n
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1 2

Takoder, za izratunane ¢lanove niza (a,), (T’ 3

5 13 34N\ . - .
3 op 5) vrijedi a, = fjc”znl. Dokazimo da to
vrijedi op&enito:
oot
fa o1
Dovoljno je jos pokazati da vrijedi implikacija:
. Jan—1 — a Jonsi
f2n f2n+2
Joan—1
+1
u _ a + 1 _ f2n _ f2,1,1 +f2n
il a, + 2 f2n—l f2n—1 + 2f211
Gl
f2n
f2n+1 o f2n+l _ f2n+l

 faet Lt fon fat o forn

Treba jo§ dokazati da su brojevi f2,—1 1 fa2, relativ-
no prosti.

Soan—1

2n
i nazivnicima ¢lanove Fibonaccijeva niza. Pretpos-

Soan—1
f2n

skrativ. Do-

Inace, razlomcia,, = ne biimali u brojnicima

tavimo da je za neki n € N razlomak a,, =

. Sons1
neskrativ, a razlomak a,; = L

.. ) , J 2n+2
kazimo da je to nemoguce.

Radi jednostavnosti oznacimo f2,—1 = p. fon = ¢,
p+q

p+2q
a4 skrativ,tadajep+qg=m-u,p+2qg=m-v,

(u,v,m € N, m > 1). Oduzimanjem posljednjih
dviju jednakosti dobijemo ¢ = m(v — u). Tada je
p=mu—q=mu—m@v—u) =m2u—v).
Iz dobivenih izraza za p i g zakljuCujemo da oni
imaju zajedniCki faktor m, m > 1, §to se proti-

tada je a, = E, Ay = . Ako je razlomak
q

vi pretpostavci da je a, = p neskrativ razlomak,

te zakljuCujemo da su brojevi f,_1 i f2, relativno
prosti za svakin € N.

Iz svega zaklju¢ujemo da je vrijednost ovako defi-
niranog otpora R, (n € N) jednak R, = a,R =
f2n71

o

niza.

, gdje su fa,_1 i f2, Clanovi Fibonaccijeva

Primjer 1. Zadana je duzina AB duljine a. Kons-
truiraj tocku 7€ AB, |AT| = x, tako da to¢ka T
dijeli duzinu AB u zlatnom omijeru.

Konstrukcija.
1. Konstruirajmo pravokutan trokut ABC kome su
a
duljine kateta |AB| = a i |BC| = 7

2. Konstruirajmo D € AC, tako da je |CD| =
|CB|.

3. Konstruirajmo T = AB, tako da je |AT| = |AD|
(slika 7). Tvrdimo da to¢ka T &ini na duzini AB
zlatni rez.

Dokaz.
a*  a
AC| =1\/a® + — = =V5;
AC = Ja2 + 5 = 5V5
x = |AT| = |AD| = g(fsf 1);
2 V5+1
a:x= = ,
V51 2
a to je omijer zlatnog reza. C
D
a
2
A a T B
Slika 7.

Primjer 2. U geometrijskom paradoksu naveli smo
da je plostina pravokutnika slozenog od dijelova
kvadrata u jednom slucaju bila za 1 veca, a u dru-
gom slucaju za 1 manja od plostine kvadrata. Do-
kazite opcenito: Ako od kvadrata duljine stranice
fn, n > 3 naopisani nacin slozimo pravokutnik, ta-
da je plo$tina pravokutnika za 1 naizmjence manja,
odnosno veca od plostine kvadrata.

Dokaz.

Ako je f,, duljina stranice kvadrata, tada su duljine
stranica pravokutnika f,—1 i fu+1. Razliku plostina
kvadrata i pravokutnika ozna¢imo s A. Tada je:

A :fn2 _fnfl 'fn+1 :fnz _fnfl (fnfl'hfn)
:fnz _fnzfl _fnf]fn
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1 T :
A= A — A _ )Lnfl_ln—l
w-an] - [ -a)
1 1
o An_/ln L An—l_ln—l ,
5( l) \/5( 1 )
g o A = LEYS g, o = 1’2@

A = —1; A + A = 1. Dalje je:

5A =AY —2A"AN + AP — AP oAt
_ 112"_2 _paml /112n—1 + /an)L;q—l + An—%F

SA=2"2(A2 A - D)+ AT A - A - 1)
= 2(AM)" +2AM)" "+ (AM)" A+ M),

Buduéidasu A i A riegenjajednadzbe x> —x—1 =

0, to je:

S5A = 2(=1)" +2(=1)""" 4 (—1)"!

A = (—1)""! odakle slijedi tvrdnja zadatka.

Zadaci za vjezbu

DokaZite da za ¢lanove Fibonaccijeva niza f,, vrije-
di:

1. Zn:fk:fn+2_1 2. Xn:szzfn'fnﬁ-l
k=1 k=1

n n
3. > fu=fumrr =1 4 far1 = fonni
=1 =1

2n—1

5. ]; fifert =f2,

Naputak. Prve Cetiri jednakosti lako se dokazu pri-
mjenom definicijskog svojstva Fibonaccijeva niza.
Dokaz pete nejednakosti moze se provesti mate-
matickom indukcijom.

IS

= —2(=1)-(=)""+2(=1)""" + (=1)""
=5(-1)""!

666

Ovaj broj Cesto se zove vrazjim (davoljim) brojem. Pregrubo? Mozda! Ali da je u najmanju ruku “vrazi¢ak”, naslutiti
dadu i sliedec¢a njegova svojstva.
1) 666 = 10 — 20 4 36,
2) Neka je ¢(n) broj svih prirodnih brojeva manjih od n i relativno prostih sa n. Tada je ¢(666) =6 -6 - 6.
3) Broj 666 je zbroj kvadrata prvih 7 prostih brojeva: 22 + 3% 4+ 5% + 7% + 112 4+ 13% + 17%.
4) Broj 666 je trokutasti broj, vrijedi: 1 +2 43 + ... 436 = 666. Ne zaboravimo da je taj zbroj ujedno i zbroj svih
brojeva na kotacu ruleta.
5) To€no su dva nacina kako se iz niza znamenki 123456789 umetanjem znaka + dobije broj 666: 1 +2 + 3 +
44567 + 89 = 123 + 456 + 78 + 9 = 666.
6) To¢no je jedan nacin na koji se iz niza znamenki 987654321 umetanjem znaka + dobije broj 666:
948746+ 543 4+ 21 = 666.
7) 666 =2 -3-3-37. Zbroj znamenaka svih prostih faktora broja 666 je 6 + 6 + 6.
2(,2
1
8) Broj 666 je Sesti broj u nizu brojeva oblika m
9) DCLXVI je broj 666 u rimskom zapisu. Svaki od simbola/ =1,V =5, X =10, L = 50, C = 100, D = 500
pojavljuje se u ovom zapisu to¢no jednom.
10) 666 = P+ 22+ 3+ +53 463 +53+483 433423+ 13
1 5
11) —2sin666° = @ = +2\/_

=~ 1.6180339887 ... (zlatni omijer).
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