viSe nego u udzbeniku

Sangaku problemi

geometrijski problemi
U japanskim hramovima — 2. dio

200

Milan Kabi¢, Zagreb
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Prefektura Fukushima — svetiste Naobi: geometrijski crtezi koji podsjec¢aju na japanske lepeze.
Prikazivane su u obliku raznih geometrijskih likova: kao krug, kruzni isjecak, elipsa, trokut ili kvadrat.

Rijeseni primjeri

S obzirom na bogatstvo i raznolikost sadrzaja koje
obraduju sangaku problemi te na njihov broj (oko
920 sacuvanih plo¢a, odnosno nekoliko tisu¢a pro-
blema), nemoguce je u jednom ovakvom kratkom
osvrtu dati reprezentativan broj primjera i njihovih
rieSenja koji bi Citatelju dali pribliznu sliku o ovom
fenomenu. Zato ¢u se ograniditi na nekoliko proiz-
voljno odabranih primjera.

Problem 1. U polukrug polumjera R upisana su tri
sukladna kruga kao $to je prikazano na slici 1. Ko-
liki je omjer polumjera polukruga i promjera kruga?

Rjesenje: Primjenom Pitagorina pouc¢ka na pravo-
kutni trokut SED slijedi

(R— r)2 =2 (2r)2

Slka 1.
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R> —2Rr—4r* =0

Ova kvadratna jednadzba ima rjeSenja

/5 r)

5
(§>12: li2 -

Uvjetima zadatka odgovara samo pozitivno riesenje

R _1++5

2r 2 N
Dobili smo zanimljiv rezultat: promjer 2r kruga je
Zlatni rez polumjera R polukruga.

Problem 2. Naslici 2 prikazane su tri sukladne elip-
se, od kojih svaka dodiruje preostale dvije. Njihove
glavne osi sijeku se u vrhovima jednakostrani¢nog
trokuta. Dvije koncentrine kruznice, ve¢a radijusa
R i manja radijusa r, dodiruju sve tri elipse.

Slika 2.

a) Prikazite R preko a i b, tj. pomocu velike i male
poluosi elipse.

b) Ako je r = b, dokaZite da je onda a = 3b.
Rjesenje:

a) Zadatak ¢emo rijesiti koordinathom metodom.
Neka se osi elipse ¢ podudaraju s koordinatnim osi-
ma, a srediste s ishodistem koordinatnog sustava.

2

Jednadzba elipse je — + ol 1, a jednadzba
a

kruznice ki je x> + (y — p)> = R%. Pravac AS

tangenta je elipse ¢ (slika 3

=

. Njegova jednadzba
3
glasiy = Tx + p jer mu je koeficijent smjera

3
k=1tg30° = g a odsjeCak na y-osi je [ = p.

Iz uvjeta dodira a’k*> + b> = I? pravca i elipse,
dobijemo da je

3\2
#5) 0=
a +3b?
2:73 . )]
:gﬁp
Slika 3.

Kruznica k; dira elipsu ¢ u tockama Dy i D, Cije su
ordinate jednake. Iz sustava $to ga ¢ine jednadzbe
kruznice k i elipse c:

dobijemo

R2 _ (v — p)2 2
(y2 Py
a b?

(a* — b*)y* +2b%py + b*(R* — p* — a*) = 0.
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Ova jednadzba mora imati samo jedno rieSenje pa
joj je diskriminanta jednaka nuli, tj.
(2b°p)? — 4(a* — PV (R* —p* —a*) =0
. a(p? + a* — b?)
- a2 — b? :
Uvrstavanjem (1) u ovaj izraz, nakon sredivanja do-
bijlemo da je

24>
3 <a2 . b2)

b) Ako je r = b, onda je p = 2b. UvrStavanjem u
(1) lako se dokaze da je

R:

a* + 3b*

=7 = ()

a=3b.

Problem 3. (Autor ovog problema je Murai Sukehi-
sa, ucenik ucitelja Fukuda Rikena. Sangaku ploca
postavijena je oko 1846. godine u hramu Sumiyoshi
u Prefekturi Osaka.)

Jedna stranica kvadrata ABCD lezi na pravcu p.
Drugi sukladan kvadrat EFGH ima jedan vrh na
pravcu p, a drugi vrh iste stranice leZi na onoj stra-
nici kvadrata ABCD koja je okomita na pravac p
(slika 4). Okomica kroz to¢ku H na p sijeCe pravac
p utocki P, a pravac CG u toCki T. Odredi najve¢u
moguéu duljinu duzine PT, ako je duljina stranice
kvadrata a.

A a B
Slika 4.

Rjesenje: Smjestimo sliku u koordinatnu ravninu
kao Sto je prikazano na slici 5. Trokuti EAF, FIG i
HPE su sukladni jer su im hipotenuze stranice kva-
drata EFGH, a kutovi FEA, GFI i EHP su jedna-
kih veli¢ina. Oznacimo sa x duljine kateta nasuprot
kutu or. Tada su duljine kateta uz kut o jednake

va? —x2,

<

&S ISR

a —X
A
B a C
Slika 5.
GM|  |7J]
AMCG ~ NJCT = —— = —. 2
mc) ~ o @

Ako jednakosti

|GM| = |ID| = |IF| — |FD|
=vVa - - (a—x)
=Vva—x*+x—a,

[MC| = |MD| + |CD| = |Gl|+a=x+a,

T4 = |TP| — a,

|JC| = |PB| = |PE| + |EA| + |AB|

=x+Va*—x*+a

uvrstimo u (2) dobijemo

Va2 —x*+x—a |TP| —a
a+x Vaa =2 +x+a
v — 2
7P| =a+ YL~
a—+x
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Duljina duZine TP je funkcija

2xva? — x2

f=a+ 2

argumenta x = |AF|. Njezina derivacija

¥ _ 2
= —p. @@
(a+x)Va*—x?
. . N V51
ima pozitivnu nultoCku x; = 2 a.
2a*(x — 2a)

; [T, " _
Druga derivacija je f"(x) = D@ xz)% ,

o 10(v5-1) 0

pa funkcija f (x) za x; =
simum

a poprima mak-

M= f(x1) =f(ﬁ2_ La)

- (\/ 10V5 — 22 + 1)a.

Dakle najve¢a duljina duzine TP je
TP ey = (\/ 10V/5 — 22+ l)a.

U ovom zadatku krije se jedna zanimljivost. Naime
duzina TP postize najvecu vrijednost ako je

V-1 V51
AF| = = AB
ar= = By
541
:>|AB|:\AF|:\/_2+ — 0.

A to znadi da to¢ka F dijeli duZinu AD u zlatnom
rezu. Uzimaju¢i u obzir da za zlatni rez ¢ vrije-

AR U VA 1

di — A+ = =0
¢ P ¢

P
@*> = ¢ + 1, dobiveni rezultat moZemo interpreti-
rati na sljedeci nacin

2/

‘Tplmax =a+ §03

a
Xmax = 5 s

Napomena: Zadatak se moze rijesiti i na drugi
nacin, tako da se | T'P| prikaze kao funkcija kuta o:

asin2o
TP| = —— =
TPl = g 72—/ (@
Za(l — sin o — sin? Oc)
f(o) = 2
(l—l—sinoc)
. V51 .
Olnax = arc sin = arcsin —.

Lepeze

Mnogi crtezi na sangaku ploama podsjec¢aju na
japanske lepeze. Prikazane su u obliku raznih
geometrijskin likova. U njih su upisani drugi li-
kovi, tako da su ti crtezi, ukraseni raznim boja-
ma, mastovite kompozicije koje zrace elegancijom

Slika 6.

Ova sangaku plo¢a postavljena je 1873. godine u
svetistu Isinawa koje se nalazi u Prefekturi Ehime na
otoku Shikoku. Dimenzije drvene ploce su 75cmx91cm.
Autor problema je jedanaestogodisniji djecak Kinjiro
Takasaki, u¢enik majstora Shoryua Yamazakija.

Slika 7.
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i skladom. U nekim se problemima trazi da se od-
rede razni elementi ili da se prikazu preko zadanih
veli¢ina, a u drugim se pak traze omjeri odredenih
velicina.

Problem 4. Lepeza ima oblik kruznog isjecka sa
sredisnjim kutom od 120° i polumjerom ry. U is-
je€ak je upisano sedam krugova kao $to je prika-
zano na slici 7. Pritom su krugovi iste boje jed-
nakih polumjera. Prikazite polumijere svih krugova
pomocu ry i odredite kvocijent crvenog i plavog
kruga.

Rjesenje: |z pravokutnog trokuta OCB (slika 8) lako

rl\/§
2

seuotidajer, = r2_1 it=|BC| = . Dalje

imamo da je

|0D|:r1=r2+2r3:r3:%.

Slika 8.

AKHE =|KH|> + (r; — r4)> = (r3 + 14)?
|KH|2 = 47‘37’4
AKHO =(r| — ry)* = |KH|* + |OK|?

(r1 — r4)? = 4rsry + (ry + 14)?

=>4 = er
AOSG =(ry + R)? = (r — R)* + (1 — u)?
3
U= grl — +/2Rr; (3)
AOGJ =(ry + R)? = R* + (1 — u)*
2
(n—uy =5 +nR 4)

Iz sustava $to ga ¢ine jednadzbe (3) i (4) eliminaci-
jom nepoznanice u i sredivanja imamo da je

R+\/271<2—\/§>\/I_?+#§r1:0.

Supstitucijom x = VR dobijemo kvadratnu jed-
nadzbu Cije je pozitivno rjesenje
Ner (2f —3)

2

_(2f—3)2 _21-12V3
) 1

x=VR=

Primjenom Pitagorina pouc¢ka na pravokutne troku-
te (slika 9) slijedi:

AOMI = (ry +7)* = (ry + 13 +x)* +y°
AEHK =y + 2z =2/r3rs

AILH = (r+r)* =+ (x+ 13 — ra)?
AEMI = ¥ +y* = (r3 + 1)

Slika 9.

Iz ovog sustava od &etiri jednadZbe sa Cetiri nepoz-
nanice na kraju se dobije da je:

3
r=15725- 12V/3)ry,

r_ 231+ 161/3)

R 193
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Japanski teoremi

Na kraju bih spomenuo tri problema jer to zasluzuju
svojom elegancijom i neobi¢nos¢u. U literaturi se
spominju kao japanski teoremi ili teoremi Y. Mi-
kamija i T. Kobayashija.

Prvi japanski teorem. Konveksan n-terokut upi-
san je u krug. Promatrajmo njegove triangulacije
dobivene povlacenjem dijagonala iz jednog vrha.
Postoji to€no n takvih triangulacija. Time je poligon
podjelien nan — 2 trokuta.

Pokazi da zbroj svih polumjera tim trokutima upi-
sanih kruznica ne ovisi 0 odabranoj triangulaciji, tj.
r+nrn+t--+rn_o=c

Slika 10. Prvi japanski teorem za Sesterokut
glasi: r1 +rp + 13 +r4 = c

Drugi japanski teorem. Neka je ABCD konvek-
san Cetverokut upisan u krug. Ako su tocke M, N,
P i Q sredista trokutima ABC, BCD, CDA i DAB
upisanih kruznica pokaZzi da je Cetverokut MNPQ
pravokutnik.

Slka 11.

Tre¢i japanski teorem. (Prefektura Gunma, 1824.)
Tri kruga koji se medusobno dodiruju izvana ima-

ju zajednicku tangentu. Ako za njihove polumijere
1

NV AR

vrijedir; < r, < rs3,ondaje

Slika 12.
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