viSe nego u udzbeniku

Dva planimetrijska

dokaza Steiner-Lehmusova’® teorema
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Prilikom utvrdivanja gradiva koje se odnosi na suk-
ladnost trokuta (1. razred srednje $kole) obi¢no se
dokazuje i ovaj teorem:

Teorem. U jednakostranicnom trokutu su jednake
simetrale kutova na osnovici tog trokuta.

Dokaz. Neka su sq = AD i sg = BE simetrale
kutova na osnovici jednakokra¢nog trokuta ABC
(slika 1.).

Slika 1.

Kako je JBAE = o = B = JABD | 4BAD =
o

5=5= JABE, te stranica AB zajednitka oba-
ma trokutima, slijedi da je
AABD = NABE,
a odavde slijedi da je |AD| = |BE|, 1j.
So = 8B,

Sto je i trebalo dokazati.

! Jakob Steiner, 1796.—1863., Svicarski matematic¢ar.

2 Daniel Christian Ludolph Lehmus, 1780.~1863., njemacki matematiGar.

Kada je u pitanju obrat (konverzija) ovog teorema,
tj. sq = sg = AABC je jednakokratan, do-
kaz se izvodi znatno teze. Dakle, sada je rije¢ o
sliede¢em teoremu koji je u matematici poznat kao
Steiner-Lehmusov teorem.

Steiner-Lehmusov teorem. Ako su simetrale dva-
ju kutova trokuta jednake, trokut je jednakokracan.

U [1] je dano viSe dokaza ovog teorema. U tim se
dokazima primjenjuje planimetrija, vektori, obrasci
za duljine simetrala unutarnjih kutova trokuta, trigo-
nometrija i analiti¢ka geometrija. U Clanku ¢emo
izvesti dva planimetrijska dokaza ovog teorema za
koje mozemo reci da su nesto jednostavniji i laksi.

Dokaz 1. Neka su u trokutu ABC simetrale kuto-
va na njegovoj osnovici jednake, tj. sg = sy (i
|BB'| = |CC'|; B' € AC, C' € AB) (slka2).

A

Slka 2.
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Pretpostavimo da kutovi 8 i 7 na osnovici BC tro-
kuta ABC nisu jednaki. Neka je, primjerice:

B<ry. (1)

Zbog toga je
|B'C| < |C'B|. (2)

Paralela kroz to¢ku B s duzinom CC' i paralela kroz
to¢ku C s duzinom AB sijeku se u togki D. Sada je
Cetverokut BC' CD paralelogram pa je zbog toga

|C'B| = |CD. 3)

Sada iz (2) i (3) slijedi da je |B'C| < |CD], pa iz
trokuta B'CD slijedi da je

JB'DC < 4DB'C. 4)

Kako je |BB'| = |CC’| = |BD|, iz trokuta BDB’
slijedi da je

JIBDB' = JBB'D. )
Zbrojimo li sada jednakosti (4) i (5), dobivamo:
JIBDC < 4BB'C. (6)

Kako je 4BDC = <BC'C (jer je Cetverokut
BC'CD paralelogram), iz (6) slijedi: JBC'C <

JBB'C, a odavde zbog JBC'C = 180° — B — g
te JBB'C =180° —y — g slijedi:

Y B
180° — B — = < 180° —y — =,
F=3 L)

).

Y <B,

Sto je u suprotnosti s pretpostavkom (1). Na pot-
puno analogan nacin dokazuje se da pocetna pret-
postavka B > ¥ nije to¢na. Dakle, pretpostavka
da je B # v svodi se na kontradikciju pa ona nije
to¢na. Znadi, mora biti B = v, tj. trokut ABC je
jednakokracan, Sto je trebalo i dokazati.

Dokaz 2. Nekasuopet BD i CE (D € AC, E € AB)
simetrale kutova 3 i y u trokutu ABC. Dokazat
¢emo da je |AB| = |AC|ili B = y. Pretpos-
tavimo da kutovi B i ¥ nisu jednaki, neka je npr.
B < y. Tada na duzini AE postoji totka F takva

1 _
daje JFCE = Eﬁ’ i na duZini AE to¢ka G takva
da je |BG| = |CF| (slika 3.).

Slika 3.

Sada trokuti ABGD i ACFE imaju jednake slje-
deée elemente: |BD| = |CE|, |BG| = |CF] i
JGBD = JFCE = g $to znaci da je ABGD =
ACFE, a odavde slijedi da je i BGD = < CFE.
No, to ne moze biti zbog ¢&injenice da je IBGD
vanjski kut trokuta CFG te vrijedi:

JBGD > JBGC > JCFE.

Doslo je do kontradikcije (proturjecja), pa pret-
postavka B < ¥ nije to¢na. Na slian bismo
nacin takoder dokazali da pretpostavka 8 > v nije
to¢na. Znaci, mora biti B = v, a to znadi da je |
|AB| = |AC|, tj. trokut ABC je jednakokracan, §to
je i trebalo dokazati.

Napomena: Vidimo da su oba dokaza Steiner—
—Lehmusova teorema indirekina. |z ovog zaklju-
Cujemo koliko je vazno da mladi matematicari tije-
kom svog srednjoskolskog obrazovanja kroz razne
primjere dobro svladaju ovu vrstu dokazivanja te-
orema.
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