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Ovim se ¢lankom zavr$ava zami$liena stru¢no-metodic¢ka cjelina o nizovima objavijena u MIS-u
ove Skolske godine. U prva Cetiri nastavka obradeni su neki teorijski pojmovi iz tog vaznog
matemati¢kog podrucja. Drzeci se poznate izreke Theoria sine praxi sicut curus sine axi (Teorija
bez primjene je poput kotaca bez osovine), te smo sadrzaje potkrijepili i nekim prakti¢nim
primjenama. Ovaj tekst sastoji se od jednog izbora zadataka o nizovima.

Nastojali smo da se ti zadaci sadrzajem razliku-
ju od onih kakve obi¢no susre¢emo u udzbenickoj
srednjoskolskoj literaturi. Naime, ti su zadaci nesto
sloZeniji i ne spadaju u takozvane standardne ma-
tematiCke zadatke, to jest ne postoji op¢a metoda
za njihovo rjeSavanije.

Isto tako smo nastojali da ti zadaci budu raznovr-
sni u svakom pogledu, to jest i po sadrzaju i po
nacinu rieSavanja. Zato se u tekstu moze nai¢i na
pojmove iz raznih matemati¢kin podrucja, kao pri-
mijerice iz teorije brojeva, algebre, kombinatorike,
trigonometrije i (Cak) planimetrije.

Takoder smo nastojali postovati nacelo postupnosti
izlaganja, zbog ¢ega su, primjerice, prva dva zada-
tka jednostavnija od onih iza njih.

Svi zadaci rijeSeni su u potpunosti, pri cemu je si-
gurno da ponudeni postupci rieSavanja nisu jedini
moguci, a mozda nisu ni najiednostavniji. Zato se
Citateljima predlaze, $to oni sigurno i sami znaju, da
zadatke najprije pokusaju rijesiti samostalno. Tek
poslije toga, svoj uradak (Sto ukljuCuje i metodu i
rezultat) neka usporede s ponudenim. Pritom vam
iskreno Zelim ono pravo zadovoljstvo koje iz toga
proizlazi, a koje je, nazalost, ¢esto mozda i jedino
§to nam ga ova nasa struka omogucuije.

Zadatak 1. Zadan je niz (a,) u kojem je

a=1 a=14+2 a3=14+2+3, ...

ay=14+2+3+...+n

a) Odredi opéi ¢lan niza.

b) Odredi formulu za s, zbroj n poc¢etnih ¢lanova
niza (a).
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c) DokaZi daje s, + sp1 = 12 4+2% + ... +n?

d) IzraCunaj 11m S—’;
o n
Rjesenje.

a) Koristeci se formulom za zbroj n pocetnih prirod-
nih brojeva, izravno dobijemo

nn+1)
—

a, —

b) Treba izraCunati s, = a; +a, +az+ ...+ a, li

" k(k+1
Snzz¥>

k=1
1 n 2 n
(e
k=1 k=1
Budu¢i da je

Zkz n(n (2n—|—1)I k:n(n+l)
6

to je

Sp =

1
2 3 i

nn+1) 2n+4  nn+1)(n+2)
23 6 '

n(n+l).(2n+l )

N = ] =

c) Koristimo se ve¢ spomenutom formulom:

2124 4= n(n+1)(@2n+1)

.. 6 .
Vrijedi
s s :n(n+l)(n+2)+(n—l)n(n—|—l)
n n—1 6 6

+1

:%(n—kZ—&—n—l),

to jest

1)(2n+1
Sp+Su—1 = w — 12_|_22_~_”._|_n2.

6

d)
" 1 1 2
lim 2 — 1im [— nint Dt )]
n—oo N n— oo n
1 n n+1 n+2
= —. lim <_ . )
6 n—oo\n n n
| . 1 . 2
— . lim 1. lim (1+ —)- lim (1+ =
6 n—oo n—oo n/) n—oo n
. 2 .
Budu¢idaje lim — = lim — =0,toje
n—oo n n—oo n
S 1
lim — = —.
ni[glo n3 6

Zadatak 2. Zadan je geometrijski niz (a,). Izrazite

Pnzal-a2~a3-...~an
pomo¢u n, R, = ay +a, +az + ... + a, i
1 1 1
Sp=—+—+—+...+—.
ap as as ay,

Rjesenje. Oznacimo li kvocijent niza ¢, tada je

"—1
Rn =da - q .

qg—1

Za umnozak Clanova geometrijskog niza vrijedi:
n(n—1)
Po=a -aq -aig® ... -aiqg" ' = at - q?1
Isto je tako
1 1 1 1

Sy =—+ . —_—

ai E] aq?
1 11 1
= (o )
q q

a 2 qn—l
L 1
L 11— 11 g1
a1 | a¢'=q ar ¢ g1
q
11 g —1 1
= . . "R,
F
Odavde je
R il =)\ 7
T =ak ™ = @) = (alf .qT‘)
n
to jest
R, R\ %
S phoi P:(—")z
W S
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.14 14N . /14y . .
Zadatak 3. Brojevi ( 4 ) ( 5 ) i ( 6 ) jednaki

su 1001, 2002 i 3003. Ti brojevi su tri uzastopna
¢lana aritmeti¢kog niza.

a) Dokazi da postoji beskonacno mnogo prirodnih
brojeva kin (k < n, k > 1), tako da su broje-

vi( " )(n>|( " )uzasto ni lanovi
k—1) \x) Nkt P

aritmetickog niza.
b) Odredi najmanju takvu trojku brojeva.
c) Odredi jo$ takve dvije trojke brojeva.
Rjesenje.

a) Dovoljno je dokazati da jednadzba

2()= () + ()

k) \k—1 k+1

ima beskona¢no mnogo rjeSenja u skupu prirodnih
brojeva n i k. JednadZbu preoblikujemo ovako:

nn—1)-...-(n—k+2)(n—k+1)

> k!
~onn—1)-...-(n—k+3)(n—k+2)
- (k—1)!

_|_

n(n—1)-...-(n—k +2)(n—k + 1)(n—k)
(k+1)! )

Nakon skracivanja dobije se

n—k+1 (n—k+1)(n—k)
2. =1
k i k(k+1)
2n—2k+2—k n*—2nk+k+n—k
k N k(k+1)

(2n — 3k +2)(k+ 1) = n* = 2nk + kK> +n — k,
ili nakon sredivanja
42 — dnk + (0> —n+2) =0.
Diskriminanta ove kvadratne jednadzbe po & je
D = 16n* — 16(n* —n —2) = 16(n + 2).

Odaberimo prirodan broj m tako da je n + 2 = m?

ilin=m>—2 m>2. Vriedi

_4n:|:4\/n—|—2 _m2—2:|:m
B 8 N 2 '

k

Odavde je zbog k < n < m?

Broj m(m — 1) je paran za svaki prirodan broj m.
Zato je broj k prirodan za svaki m > 2. Time je
tvrdnja zadatka dokazana.

b) Najmaniji prirodan broj n za koji je n 4 2 kvadrat
prirodnog broja je n = 7. To je zato jer zan = 2,

m(m — 1)

m = 4 dobijemo k = —1=1,stose

protivi uvjetu k > 1.

Zan = 7 dobije se k = 2. Najmanja trazena trojka
e (1) () (3)
X)) \2)\3)

c) Za n mozemo uzeti bilo koji prirodan broj za koji
je n+2 kvadrat prirodnog broja. Takvi su na primjer
brojevin =23 in =47.

25-5
Zan = 23 imamo m?>=25, k = T_l =9

-7

49
Zan = 47 dobijemo k = —1=20.

.. . 23 23 23\ .
To znaci da su trojke ( ] ) (9 ) (10) I

47 47 47 .
( 19), (20), (21> takoder po tri uzastopna

¢lana aritmeti¢kog niza.

Zadatak 4. Nizovi ag, a;, az, ...
by, ... definirani su ovako:

V2 V2 —
ap = B Ant1 = B3 1 —y/1—ag,
\/l—i-b,zl—l'

by ’

[ bO; bla

by =1, by = n € Np.

Dokazi da za svaki prirodan broj n vrijedi

220, < < 2" 2p,.
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Rjesenje.
a Q*sing
0 — 2 - 47
a —Q 1— 1—sin2z—iE 1—cosE
) \ 4 2V 4
V2 n
7 \/—smf g

v/
Zan = 0in = 1 vrjedi a, = sin —— . Dokazimo

on n+2’
da to vrijedi opéenito.

Dovoljno je dokazati da vrijedi

n
=sin — = a,,| = sin

on+2 on+3’
Zaista,
\/_
Ayl = 1 — sin? 2n+2
f T \f
S\l 5 = /2 sin ———

2. 2n+2 ’

. T ) . .
to jest a,41 = sin ——. Time je tvrdnja dokazana.

on+3"

Isto je tako

T

1/1+tgzg—1 ,
P il S

Zan = 0in =1 vrijedi b, = tg — . Dokazimo

2
da i to vrijedi opcenito.

| ovdje je dovoljno dokazati analognu implikaciju

bn =1g n+2 — bn-H =tg ont3
1
» T -1
I+te iz ! cos? n+2
bn+l = T = T
tg 2n+2 tg 211+2
T . 5
B lfcoszwrz B 2 sin 3 oz
B . T 24 T T
sin iz sin 5 iz cos 5 iz

. T
to JeSt er,l - tg F

Zadani nizovi su, dakle, odredeni formulama
i b, =tg

a, = sin

on+2 on+2’

Zasvaki0 < @ < % vrijedisin @ < ¢ < tg .

T
Budu¢idaje 0 < < 1 zasvakin € N, to je

on+2
. T
SN < o2 <85
i kona¢no
T o<»
ap < 2 < Dp,

odnosno
22, < < 2"2D,.

Zadatak 5. Za nizove (ay), (by) i (c,) vrijedi
ap = 0, by = 1, ¢ = 2. Daljnji ¢lanovi niza
definirani su ovako:

1
py1 = E(bn +cn),

1
E(an + Cn)7

bn-H -
1
Cnt1 = E(an + bn)-

DokaZi da su ti nizovi konvergentni i izracunaj nji-
hove grani¢ne vrijednosti.

Rjesenje. 1z zadanih podataka imamo:

1 3
a 2( +2) >

1

1
Cy = 5(0+ 1) = —
Isto je tako:
3 5
=~ ba=1 =",
as 4; 3 , €3 4

Takoder vrijedi

Qg1 + by +Cpy1 =

1
- (an + bn)

1
—(an + cn) + 3

1
:_bn n
2( —|—c)+2

=a, + b, + c,.
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Odavde je, zbog a; +by+c; = 3, a,+b,+c, =3
zasvakin € N. Dalje je

ay=3— (b, +cp) =3 —2a,

20,41 +a, =3,

odakle je
2ap12 + apy1 = 3.

Oduzimanjem zadnjih dviju jednakosti, dobijemo

2ap12 — 2ap41 + apy1 —ay, =0

2ap42 — api1 —an = 0.
Karakteristicna diferencijska jednadzba glasi

2> —x—1=0.
o ) v 1
Rjesenja ove jednazbe sux; =1, x, = 5

Op¢i ¢lan niza (a,) glasi

Al Ly
n — 1" B(*—>
a -+ 3
Odavde jezan=1in=2
1
A-1——--B=0
2 )
1 3
A+--B=—.
+4 2

RjeSenje ovog sustavaje A = 1, B = 2. Zato je
op¢i ¢lan niza (ay)

1\ 1\n—1
“ 2 2

Grani¢na vrijednost tog niza je
1\n—1
lim a, = 1im [1- (=) | =1.
n—oo n—o0 2
Takoder je b, = 3 — (ay + ¢y) = 3 — 2b,q li
2byi1 + b, =31by = 1.

Odavde se matemati¢kom indukcijom lako dokaze
dajeb, = 1zasvakin € N. Zato je

lim b, = 1.

n—oo

Isto je tako

lim ¢, = lim [3 — (a, + b,)]

n—oo n—oo

=3—lima,— limb,=3-1-1,

n—oo n—oo

to jest lim ¢, = 1. Ovo se moglo odrediti i iz
n—oo

jednakosti a,, + b, + ¢, = 3.
Zadatak 6. Dokazi da su svi Clanovi niza
1
ay = —— |(2+V3)" — 2—\/5"}
73 2V = 2= V3)

prirodni brojevi.

Odredi sve prirodne brojeve n za koje je a, djeljiv
brojem 3.

Rjesenje. Oznagimo lix =2+ /3,y =2 — /3,
ondajex+y=4,x-y=1. Zatoje
x11+2 _ yn+2 _ (x < y)(xn+l _yn+l) +xyn+1 _yxn-H
= (x+ )@ =) ey (")
_ 4(xn+1_yn+1)_(xn_yn)'
Odavde zaklju¢ujemo da je
1

Qpio =4 - ﬁ [(2 + \f3)n+1 (22— \/g)nﬂ}

- 35+ VAr - vay].
o nyo = 4y — ay. (1)
Takoder je
ap = % 2V3 =1,
a = %-(7+4\/——7+4\/?1) =4,

Odavde je, zbog (1), svaki ¢lan niza cijeli broj. Isto
jetako24++v3 > 1,0 <2 —+/3 < 1, zbog dega
je

24+V3)" > (2-V3)",

to jest a, > 0 za svakin € N.
Konacno je a, € N, za svakin € N.

Do relacije (1) mogli smo doci i ovako.
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Iz zadanog izraza za niz (a,) zakljuSujemo da je
a, = Ax" +By" BuduCidajex+y=4ixy =1,
pripadna diferencijska jednadzba glasi

¥ —4x+1=0,

odakle je
apyo = 4an+1 — Q.

lza; = lia, = 4dobijemoas = 4-4—1,a3 = 15.
Zaklju¢ujemo da je od pocetnih triju ¢lanova niza
jedino az djeljiv brojem 3. Dalje je

Ani3 = 4apir — apy1 = 4(dap 1 — ay) — app
= 15an+1 —4a,.

Odavde zakljuCujemo da ¢e ¢lan a,.3 biti djeljiv
brojem 3 ako i samo ako je ¢lan a,, djeljiv brojem 3.

Bududi je a3 djeljiv brojem 3, to su i ¢lanovi ag, ag,
a, . . ., opéenito Elanovi asz;, k € N, djeljivi brojem
3.

Zakljucak: Clan a, djeljiv je brojem 3 samo ako je
n djeljiv brojem 3.

Zadatak 7. Zadan je niz trokuta s vrhovima A,
B, C, i pripadnim kutovima ¢, B, ¥, pri ¢emu je
A B, C) bilo koji trokut.

Vrhovi trokuta A, 1B,+1C,+1 diraliSta su trokutu
A,B,C, upisane kruznice.
Odredi lim o, lim B, lim %,

n—oo n— oo n—oo

Rjesenje.

Uz oznake kao nasliciiz ¢etverokuta A,,C,,+ 1 OB+ 1
slijedi:
T T
o, + 5 + 5 + 20,41 =27
ili 1
O+ = 5 Eano
Odavde slijedi niz jednakosti:

oy = E - l(xnfl
2 2 ’
1
Op—1 = 5 - Ean—Za
1
Op—2 = 5 - Ean—?ﬂ
T 1
03 = 5 50527
Oh = E — lOCl.
2 2

1
Mnozeéi prvu od ovih jednadzba s —5 drugu s
(_1 k—1
i nove

1 1
1 tre¢u s —3 i opcenito k-tu s T

jednadZbe zbrojimo, dobit ¢emo:

T 1 1 1

Buduci da je

) 1 1 1 an 1
Jim (15435 = g5 o ()" 5)
12
T 173
1 —
+ 2
i
Jim (1 e =0
zaklju¢ujemo da je
T 2
lim o, = - - - 40,
Pt 237

. T
to jest lim o, = —.
n—00 3
Potpuno se isto dokaze i za kutove f3,, odnosno ¥,.
To znaci da je ovako definiran niz trokuta konver-
gentan i teZi jednakostrani¢nom trokutu.
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