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Nejednakost

izmedu aritmeticke i geometrijske sredine

ipak nije svemocna

Sefket Arslanagi¢, Sarajevo, Bosna i Hercegovina
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Nejednakosti izmedu brojnih sredina veoma su
vazne u matematici. Tu se narocito istice nejed-
nakost izmedu aritmetiCke i geometrijske sredine n
pozitivnih brojeva koja glasi:

a+a+...+a,
n
(¢;>0,i=1,...n) (1)

> Yay-ay - ... ay;

gdje znak jednakosti vrijedi ako i samo ako je
a) =a; = ... = ay,.

Mnoge algebarske i geometrijske nejednakosti efi-
kasno se dokazuju pomoc¢u nejednakosti (1). No
sada ¢emo dati jedan primjer nejednakosti koju ne
mozemo dokazati direktno pomocu (1), a mozemo
veoma elegantno na vise drugih nacina.

RijeC je o nejednakosti
&b+ bc+cca>abcla+b+e), (2
gdje sua,b,c > 0.

Dokaz. Ocigledno, nakon dijeljenja dane nejedna-
kosti sa abc > 0, dobivamo ekvivalentnu nejedna-

kost:

2 b2 2
vl zatbte B
c a b

Poku$ajmo sada dokazati nejednakost (3).

Na osnovi nejednakosti (1), izmedu aritmetiCke i
geometrijske sredine za n = 3, dobivamo:

N
3\ ¢ a b))~ Ve b’

odnosno

2 2 2
a——l——+c—23~\/3abc.
c a b

Ako vrijedi sada nejednakost

3. Vabe > a+b+ec, (4)

vrijedila bi i nejednakost (3), tj. dana nejednakost
(2) bila bi dokazana.

NaZzalost, iz nejednakosti (4) slijedi:

%ﬂc < Vabe.
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a ova nejednakost nije tocna jer na osnovi (1) za
n = 3 vrijedi:

b
% > Yabe,

Eto, nejednakost (1) ne daje dokaz nejednakosti
(8), odnosno dane nejednakosti (2).

Sada ¢emo dati jedan veoma elegantan dokaz ne-
jednakosti (3). Imamo

a b A

—F —+ ==
c a b

P+ —c Prad—a 22 2
_ n a a +c +

c a b

a2 +C2 b2+a2 C2 +b2

= + + —(a+b+c)
c a b

2ac 2ab  2bc
>—+—+——(a+b+0)

c a b
=2a+2b+2c—(a+b+c)
=a+b+c,

tj. nejednakost (3) je dokazana.

Ovdje smo se koristili nejednakos¢u
¥ +y2>2xy; (x,y €R)
(& (x—y)?>0).
Ustvari, moZzemo re¢i da je to ipak nejednakost
izmedu aritmetiCke i geometrijske sredine (2) za

n=2ix,y > 0. Dakle, i nejednakost (2) je toCna,
gdje vrijedi jednakost ako i samo akojea = b = c.

Sada ¢emo dati jo$ jedan dokaz nejednakosti (2)
primjenom Cauchy-Bunyakovsky-Schwarzove ne-
jednakosti koja glasi:

(a1b1 +axby + ...+ anbn)2
<(@+d+...+a@) B +b+ ...+ Db,
(5)
gdie a;,b; € R, i = 1,...nivrijedi jednakost ako
aq ay a,

isamoakojge —=-—=...= —.
b T b b,

Mi ¢emo se koristiti nejednakos¢u (5) zan = 3, 1j.

(a1by + ayby + azbs)?
< (@ +a3+ad) b+ bE+bl).  (6)

Stavljajuéi u (6) da je a; = /¢, @ = +a ,
ay = \/[;, b = vVadb, b, = Vb3, by = Aa,

imamo:

(\/a3bc + Vab3c + \/abc3) ’
<(a+b+c)ab+bc+la),
odnosno
(Vabe)*(a+b+c)? < (a+b+c) (@’ b+b*c+ca),

.

&b+ b c+ cca>abcla+b+c),
a ovo je nejednakost (2) koju je trebalo dokazati.
Na kraju ¢emo dati jo§ jedan dokaz nejednakosti

(8), odnosno (1) uz pomo¢ nejednakosti (vidi [2],
str. 53-60) koja glasi:

@ da E_ (a+at.. +a)
——F —=4+... .+ == ;
X1 X3 Xn X1+x+...+x,

(7
gdesux; >0,q;, e R i=1,2,... n

Ustvari, koristit ¢emo se nejednakos¢u (7) zan =
3:
2 2 2 2
a a a ay+ax+a
a2 8 (1;3)

X1 x  x3 o xitx+x

(8)

Stavljaju¢i u (8) da je a; = a, a» = b, a3 = c,
X| = ¢, xp = a, x3 = b, dobivamo:
a b

a4 >
c+a+b_

(a+b+c)
c+a+b’
g,
@ b
—+—+—>a+b+c,
c a b

a ovo je nejednakost (3).
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