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Matematika
nasa svagdasnja

Davor Klobucar, Osijek

Nedavno je u izdanju Elementa objavijena nova knjiga

pod naslovom Matematika nasa svagdasnja (vidjeti na
www.element.hr). U njoj se na viSe od 700 stranica mogu
pronac¢i problemi iz klasi¢nih matematickin podruéja: arit-
metike, geometrije, algebre, teorije skupova, kombinatorike,
pa Cak i teorije grafova i matematicke analize, te s druge
strane, iz egzotiCnih podrucja kao $to su matematicki trikovi,
praktic¢ni problemi kod mijerenja, financijska matematika,
raCuni u astronomiji i razne mozgalice. Procitajte nekoliko
odabranih problema iz Citave hrpe matematickih i logickih

Davor Klobuéar

zadataka, od kojih su jedni zanimljivi, drugi poucni, tre¢i

zabavni, a mnogi su sve to istovremeno!

Q- More u vlastitom domu. Morska voda
je liekovita, oko toga se svi slazu. Ali Sto ako Zivite
daleko od mora? Onda biste mogli napraviti mor-
sku vodu metodom sam svoj majstor! Jednostavno
kupite kilogram morske soli (to je standardna kutija
u trgovinama) i, umjesto da je pojedete, otopite tu
solu velikoj posudi s vodom. Pitanje glasi: koliko je
soli potrebno za jedan kubni metar vode? Kilogram
ili Cak dva? Hajdemo izraCunati!

Prosjecna slanost Jadranskog mora je 38 promila.
To znaci da 1000 kg morske vode sadrzava 38 kg
soli. Kocka veli¢ine Im x 1 m x 1m isto je Sto
i 10dm x 10dm x 10dm, tj. 1000dm?. Litra ni-
je nista drugo negoli svakodnevna rije¢ za 1 dm?3.
Dakle, kocka s bridom 1 m sadrzava 1000 litara,
Sto i nije tako puno vode. Litra vode, bilo morske,
bilo obi¢ne, ima masu od priblizno 1kg. Znaci, u
toj kocki ima 1000 kg morske vode, a to je 38 kg
soli. Morali bismo kupiti ¢ak 38 kutija soli i sve to

aay

sasuti u tu kocku, a ostatak napuniti ¢istom vodom.
Vjerujem da niste ni slutili u koliko se jakoj otopini
kupate na ljetovanjul!

%~ Jedan trijezan dobro dode. Drustvo
matematicara je u kafi¢éu Kod veselog integrala
proslavljalo polaganje doktorata jednog njihova
Clana. VidjevSi da je uzvanika na slavlju mnogo
i da se narucivalo mnogo raznih pi¢a, a i raspo-
loZenije je bilo na visini, konobaru se ucinilo da je to
savrSena prilika da se i on malo okoristi. Ta ako na
kraju veCeri zaracuna veci iznos novca, nitko ne¢e
niSta posumnjati, a razlika ide njemu u dzep.

MatematiCari su tako popili 12 piva, 18 sokova, 3
boce vina i 2 litre gazirane vode. Glavni slavljenik
nazalost nije se osje¢ao dobro pa je povrh svega
toga narucio za sebe jos 1 litru obiCne vode, koja
stoji jednako kao i gazirana voda. Konobar je na

MATEMATIKA naa svagdainja

43



44

kraju donio racun koji je iznosio to€¢no 520 kuna.
Napominjem da su sve cijene prirodni brojevi!

Na to ustade slavljenik (koji je pio samo vodul!) i
reCe: “Ovaj racun nije u redu!”

Konobar se zacudi: ‘"Ali, gospodine, kako to
mozete tvrditi? Ta vi niste ni pogledali stavke
racuna, a ionako ne znate ni cijene!” Slavljenik od-
govori: “Svejedno znam, ipak sam ja matematicar,
brojevi su moja struka!” Na kraju je racun pregle-
dan i stvarno je ustanovljena pogreska. Naravno,
pogreska u korist konobara. Kako to?

lako ne znamo jedini¢ne cijene piva, sokailivina, mi
te cijene moramo mnoziti s naru¢enom koli¢inom,
a ona je svaki put djeljiva sa 3. Onda ¢e i cjelo-
kupni dio raCuna za pivo, sok i vino biti djeljiv sa
3. Doduse, gazirane vode imamo u koli¢ini 2, ali
obi¢na voda stoji jednako kao i gazirana pa je taj
dio ra¢una isti kao da smo narudili 3 gazirane vode
i nijednu obi¢nu. Dakle, i ta se cijena mnozi sa
3. Kad zbrojimo sve te brojeve koji su djeljivi sa 3,
tada i suma mora biti djeljiva. Medutim, 520 nije
djeljiv sa 3 i to je na$ slavljenik odmah primijetio!

@~ Tko ¢e vise upamtiti? Buduéi da ljudi na

svijetu ima barem 6 milijardi (2011.), onda Cete za
svaku stvar koja vam padne na pamet uvijek naci
dovoljno pristalica.

Npr., ako osnujete novu religiju ili ako preko inter-
neta zamolite milijun ljudi da vam daruju svaki po
1 kunu za kupovinu vaseg mercedesa. .. Tako se
razvio i jedan pravi sport Ciji je cilj pamcenije Sto
viSe decimala broja ! To se na engleskom zove
piphilology, a na njemackom Pi-Sport. Autor ove
knjige posteno priznaje da nije nikad naucio vise
od 17 decimala, niti ima namijeru.

Svjetski rekord u paméenju decimala broja m drzi
Lu Chao koji je 2006. godine kao 24-godisnji ki-
neski student izrecitirao 67890 decimala, da bi u
sliedeéoj nadinio pogresku. Steta, jer se pripremio
da ih izrecitira punih 100 000. lzgovaranje ovog
broja trajalo je 24 sata i 4 minute. Time je on uSao
u Guinessovu knjigu rekorda.

Lu Chao je ucio ovaj broj oko dvije godine, a pos-
liednijih je mjeseci svakodnevno potrosio oko deset

sati na ponavljanje i viezbanje. Navodno je rekao
kako je Zu Chongzi, drevni kineski matematicar, ot-
krio razlomak koji odli¢no prikazuje omjer opsega i
promjera kruga, pa je prema tome red da i u ovom
sportu rekorder bude jedan Kinez!

¢ Sliéno, ali razligito! Radi boljeg istica-
nja pouke iz prethodnog zadatka, pogledajmo slje-
dece dvije jednadzbe:

xr1=1 X+ =1
X

Naizgled je to jedno te isto jer izraz g kratimo i do-
bijemo 1, pa bi rjeSenje obiju jednadzbi bilo x = 0.
Ali druga jednadzba nije definirana bas za taj x jeru
nazivniku ne smije biti nula. Stoga x = 0 nije njezi-
no rieSenje! Amnozenjem sa x i sredivanjem uvjerit
¢emo se da ona nema ni drugih rieSenja. Rjesenje
prve jednadzbe ocigledno je samo x = 0.

" Specijalitetkuée. Rijegimo sliede¢u teku
jednadzbu:
2 2+1-1 16!
(16 —1)!"

J%—6 cos’x+lIne-sin?x
Uz tolike raznovrsne funkcije sadrzane u njoj, mo-
ram se nasaliti i re¢i: “Ovo bi bila prilicno teska
jednadZba kad ne bi bila tako lagana!”

Kad sredimo potencije, lijevi razlomak nije nista
drugo nego 2x%>. U srednjem razlomku odmah
znamo da je Ine = 1, pa cijeli nazivnik posta-
je cos’x + sin’x. To je jednako 1, pa nazivnik
mozemo u potpunosti obrisati! U brojniku je modul
od uvijek pozitivnog broja (jer je veé i sam x> > 0).
Stoga modul bri§emo i jedinice se pokrate pa je ci-
jeli razlomak tek obian x2, kao i cijela lijeva strana
jednadzbe.

Desna strana je 16 i sve se svodi na x> = 16,

odnosnox =4 ix = (—4).

- Ako pijes, ne vozi! Ako je to¢na tvrdnja
da 40% svih prometnih nesrec¢a prouzrokuju pijani
vozaci, §to iz toga mozemo zakljuciti? Kao prvo, to

broj 66 / godina 14. / listopad 2012.



znadi da su ostalih 60% nesreca prouzrodili oni tri-
jezni. Buduci da je 60% veci broj nego 40%, znaci li
to da su trijezni vozaci opasniji? Tj., da prije voznje
obavezno trebate popiti alkoholno pice jer ete tako
smanijiti moguénost nesre¢e?

Ovdije je pogreska u definiciji pojma sigurnosti. Ne
trebamo gledati koliko nesre¢a otpada na pojedinu
od te dvije skupine vozaca. One se znatno razlikuju
po svojoj brojnosti pa trebamo gledati koliko nes-
reca otpada na istu koli¢inu pojedinaca iz svake od
tih skupinal!

Naime, od 1000 vozaca koji su u jednom trenutku
na cesti mozda je svega 10 njih s veé¢im postotkom
alkohola od dopustenog. Ako je nastalo 10 nes-
reca i ako su 40% tih nesre¢a prouzrokovali pijani
vozadi, to bi bile ukupno 4 nesrece. A preostalih 6
prouzrokovali su trijeznivozaci. U takvom bi slu¢aju
nasa tvrdnja o 40% bila toc¢na, ali Sto to govori o
sigurnosti?

To znadi da je 10 pijanih vozaca uzrokovalo 4 nes-
re¢e, anjih ¢ak 990 trijeznih uzrokovalo je preostalih
6 nesre¢a. Dakle jedan je pijani vozac u prosjeku
napravio 0,4 nesreée, a jedan trijezni 0,00606 ne-
sre¢a. Radi bolje vidljivosti uzmimo uzorak ne od
1 osobe, nego od 1000. To znaci da bi u prosje-
ku 1000 pijanih osoba uzrokovalo 400 nesreca, a
1000 trijeznih samo 6 nesreca. A kad bi takvi hipo-
tetski podaci bili to€ni, ne samo da trijezni ne bi bili
opasniji, nego bi pijani bili opasniji 400 : 6 ~ 66
puta!

Y- Igra Hop! Sliedeta igra pokazat ¢e kako
vas matematika moze zabaviti i bez papira i olovke.
Nekoliko ljudi sjedne u krug i po¢nu nizati brojeve.
Prvikaze 1, drugi kaze 2, tre¢i 3 itako u krug. Pritom
se dogovore da se za brojeve koji su djeljivisa 3 ne
smije re¢i sam taj broj, nego se mora re¢i: “Hop!”
Dakle, Cuje se ovo: “1, 2, hop, 4, 5, hop. .. ” Govo-
riti treba Sto brze jer kad netko predugo razmislja,
kvari se atmosfera igre. Ako netko pogrijesi, on is-
pada ili bude nekako kaznjen, a igra se moze igrati
ispocetka ili nastaviti.

Ako ima samo 3 igraca li je broj igraca djeljiv sa 3,
onda ¢e neki ljudi svaki put govoriti “hop!” i nista
drugo. Oni ne¢e morati razmisljati. Da bi igra bila

pravednija i zanimljivija, moze se dogovoriti da se
“hop!” kazuje na visekratnike broja 4 ili 5 ili drugog
broja.

Nakon $to se igraci izvjeste, mogu prije svake igre
dogovarati nova i sve slozenija pravila.

Npr., treba re¢i “hop!” umijesto broja koji je djeljiv
sa 3ili 5. Moze se zadati da kriticni brojevi budu
oni koji su djeljivi sa 4 ili imaju u sebi znamenku 3.
Taj slucaj je zanimljiv kad se dode do 30. Tada 10
uzastopnih brojeva (30-39) imaju u sebi znamen-
ku 3, paigraci jedno vrijeme stalno govore “hop!” i
moraju u sebi dobro brojiti da se ne izgube! Mozda
bi bilo dobro da jedna osoba ne igra, nego bude
sudac?

Pravila igre svaki se put mogu dogovorom mijenja-
ti. Pa ni prvi igraC ne mora biti uvijek isti. A moze
se dogovoriti i Saljiva kazna: da igra¢ koji pogrijesi
dobiva redom slova od rije¢i magarac; dakle da na-
kon prve pogreske ima m, nakon druge ma, zatim
mag i tako redom. Nakon 7 pogreSaka on dobija
titulu magarac!

Ljubitelji matematike mo¢i ¢e osim kombinacija ne-
kih djeljivosti i nekih znamenaka ukljuciti u igru i
proste brojeve, kvadrate i kubove i sli¢no. A eks-
tremni matemati¢ari mogu govoriti “hop!” i ako je
suma znamenaka djeljiva sa 7 ili broj spada u sa-
vr§ene brojeve, ili je jedan od susjednih brojeva
prost, ili je razlika znamenaka 5, ili ¢ak suma zna-
menaka od sume znamenaka = 4 itd. Moguénosti
su beskrajne!

% Prosje¢nabrzina. Covijek pretr&ineki put
brzinom od 6km/h, a zatim se vrati na polaznu
toCku hodajuéi polagano brzinom od 4 km/h. Ko-
jamu je prosjecna brzina tijekom tog kretanja?

Zdrav razum rekao bi nam da je prosje¢na brzina
5km/h jer su obje dionice puta jednako dugacke.
Ali ipak nije tako! Prosjecna brzina je ukupan put
podijelien s ukupnim vremenom. Ako je put bio

p, onda je ukupan put 2p. Vrijeme tréanja je Ié a

vrijeme hodanja 2—) Stoga je ukupno vrijeme bilo

p_>p
+5 =

P
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Prosjecna brzina je

Sp 24
1205
Kada bi prosje¢na brzina bila 5km/h? Samo ako

je kretanje od 6 km/h viemenski (a ne putno!) jed-
nako trajalo kao i kretanje od 4 km/h.

2p = 4,8km/h.

@~ Pali-gasi! U hodnikuimate tri prekidaca za
struju: A, Bi C. Jedan od njih pali Zarulju u susjed-
noj sobi, a druga dva prekida¢a ne rade nista, oni
su “laznjaci”. Zadatak vam je da nekim dosjetljivim
sustavom paljenja i gaSenja prekidaCa ustanovite
koji od njih pali zarulju u spomenutoj sobi.

Soba je inaCe zatvorena i nikako se ne moze vidjeti
gori li svjetlo sve dok se ne ude u nju. Ali kad ste
usli u sobu, gubite pravo na naknadnu manipula-
ciju prekida¢ima. Umjesto toga, morate ubrzo po
ulasku izjaviti koji je prekidac pravi!

Dakle, kakav bi to bio sustav paljenja i gaSenja ko-
ji bi vam u svakom slucaju omogucio da otkrijete
pravi prekidac?

Odgovor. Ukljucili biste prekidac A, pricekali 1 mi-
nutu, iskljucili ga i zatim ukljucili prekida¢ B. Potom
ulazite u sobu i pogledate zarulju. Ako svijetli, od-
govor je B. Ako ne svijetli, opipate je li vru¢al Ako
je vruca, odgovor je A, inace C. Ovaj zadatak zbu-
nio je mnoge, ali ¢im su dobili naputak da se ne
moraju oslanjati samo na osjetilo vida, vecéina njih
odmah se dosijetila!

Za napredne Citatelje postoji i varijanta sa 5 pre-
kidaca! Prekida¢ A drzimo uklju¢enim 15 dana,
prekida¢ B 15 minuta, a C 15 sekundi. Potom
uklju¢imo D i udemo u sobu. Ako zarulja svijetli,
odgovor je D. Ako ne, imamo 4 moguénosti. Hlad-
na Zarulja znaci E, lagano topla C, jako vru¢a B, a
pregorijela zarulja znaci A!

“@- Otvori-zatvori! Direktor jedne matema-
ticke gimnazije bio je jako ¢udan Coviek. Za prvi
dan nastave osmislio je neobiCnu ceremononiju.
Skolska garderoba imala je 1000 ormari¢a, a is-
to toliko je bilo i u¢enika. On je odabrao jednog
ucenika i naredio mu da ide redom pored ormari¢a

(koji su u pocetku svi bili zatvoreni) i da otvori svaki
od njih. Zatim je naredio drugom uceniku da krene
za prvim i svaki drugi ormari¢ zatvori. Potom je treci
ucenik dobio naredbu da stane kraj svakog tre¢eg
ormari¢a i da ga zatvori ako je bio otvoren odnosno
da ga otvori ako je bio zatvoren. Cetvrti je ucenik
isto morao uciniti sa svakim Cetvrtim ormari¢em, i
tako redom sve do tisucitog ucenika. Pitanje glasi:
koliko ¢e ormari¢a na kraju ceremonije biti otvoreno
i koji su to?

Svaki ¢e ormari¢ biti tretiran toliko puta koliko nje-
gov redni broj ima djelitelja. Npr., ormari¢u broj 35
pristupit ¢e uCenici s rednim brojem 1, 5, 7 i 35.
Buduc¢i da ih ima 4, a to je paran broj, ormari¢ os-
taje u prvobitnom stanju, tj. zatvoren. Otvoreni ¢e
biti, dakle, samo oni ormari¢i kojima redni broj ima
neparan broj djelitelja. A koji su to brojevi?

Kod prirodnih brojeva djelitelie moZzemo grupira-
ti u parove. Npr, 35 = 1-35 = 5-7. i
40=1-40=2-20=4-10=5-8. Naprvi
pogled svaki bi broj imao paran broj djelitelja. Al
iznimka su potpuni kvadrati. Npr.,9 =1-9=3-3
16 =1-16=2-8 =4-4. Ne mozemo kod
3.3 (ili 4 - 4) taj faktor 3 (ili 4) brojiti dvostruko.
Stoga jedino potpuni kvadrati imaju neparan broj
djelitelja. | jedino ¢e takvi ormari¢i ostati otvoreni.
Kako je v/ 1000 = 31, 6, otvorenih ormari¢a treba
biti 31.

%~ Racunanje prstima. Postoji nekoliko tri-
kova koji se odnose na osnovne racunske operacije
pomocu prstiju dviju ruku. TiraCunivrijede samo za
neke male brojeve i zapravo se mogu lakse izvoditi
napamet. Stoga ovi trikovi viSe sluze za zabavu,
nego $to daju neku prakti¢nu korist.

Jedan posebno simpati¢an trik je mnozenje 1-
oznamenkastog broja sa 9. Recimo da treba po-
mnoziti 4 - 9. IspruZite obje ruke na stol ispred
sebe tako da prsti ¢ine jedan niz od 10 ¢lanova.
Budu¢i da mnozimo sa 4, onda Cetvrti prst slijeva
savijemo prema dolje tako da se on ne vidi. Sada
pogledamo koliko je prstiju lijevo od njega — ima
ih 3. Potom pogledamo koliko je ispruzenih prstiju
desno od njega — ima ih 6. Oc¢itamo to kao dvoz-
namenkast broj, dakle 36, a to je ispravan rezultat.
Ovo se lako provijeri za bilo koji mnozitelj od 1 do
10.
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