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66

Kristina Matijevi¢, PoZega
Bojan Kovacic, Zagreb

U nastavi opisne (deskriptivne) statistike u srednjim Skolama i veleudilistima, poglavito na
ekonomskim stru¢nim studijima, prilikom obrade korelacijske i regresijske analize standardno
se obraduje model jednostavne linearne regresije kojim se nastoji protumacditi linearna veza
izmedu dviju pojava, od kojih prva predstavlja nezavisnu varijablu (x), a druga zavisnu varijablu
(v). No, odnos zavisne i nezavisne varijable ¢esto nije linearan jer ravnomjerne promjene
nezavisne varijable ne uzrokuju ravnomjerne promjene zavisne varijable i obratno. U takvim

je slucajevima potrebno pronac¢i neku drugu (nelinearnu) funkciju koja najbolje opisuje odnos

promatranih varijabli.

U ovom ¢emo ¢lanku razmotriti neke jednostavne
modele jednostruke nelinearne regresije u kojima
se primjenjuju eksponencijalna funkcija, logaritam-
ska funkcija i op¢a potencija. Ti se modeli odgova-
raju¢im zamjenama varijabli uvijek mogu svesti na
model jednostavne linearne regresije, ali to ovdje
ne¢emo uciniti jer Zelimo ukazati kako se svojstva
navedenih triju vrsta funkcija mogu primijeniti u re-
gresijskoj analizi.

Sve primjere rijeSavat ¢emo koriste¢i MS Excel
iz dvaju temeljnih razloga: osnove rada s ovim
programom poznate su apsolutnoj vecini sred-
njoskolaca i studenata, a dodatno zelimo staviti
naglasak na analizu i svojstva parametara mode-
la koje ¢emo razmatrati, kao i izbjeci linearizaciju
svakoga pojedinoga modela nuznu za “klasicne”

izraCune. Za detalje o “klasi¢nom” radu s razma-
tranim modelima citatelje upucujemo na [2], a za
detalje o primjeni MS Excela na rjeSavanje statis-
tiCkih zadataka upu¢ujemo na [4].

Napomenimo da u svakom regresijskom modelu
dogovorno koristimo uobicajene oznake:

— x = empirijski odredena (izmjerena) vrijednost
nezavisne varijable;

— y = emipirijski odredena (izmjerena) vrijednost
zavisne varijable;

— ¥ = procijenjena (oCekivana) vrijednost zavisne
varijable izracunana pomocu jednadzbe regre-
sijskoga modela;
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— X = procijenjena (o¢ekivana) vrijednost nezavis-
ne varijable izraCunana koriStenjem jednadzbe
regresijskoga modela.

1. Model jednostavne
eksponencijalne regresije

Standardni oblik regresijske jednadzbe modela
jednostavne eksponencijalne regresije je:

$=b-a, (1)

pri ¢emu su a, b € R realne konstante' takve
daje a # 1. Zbog tih pretpostavki vrijedi nejed-
nakost § > 0. Ona potpuno odgovara “prakti¢nim
potrebama” jer se u praksi obi¢no promatraju ve-
ze medu pojavama C&ije su numericke vrijednosti
strogo pozitivni realni brojevi.

Primijetimo da se za a = 1 dobije konstantna funk-
cija y = b. Ta je funkcija trivijalan slu¢aj modela
jednostavne linearne regresije i vrlo se rijetko po-
javljuje u promatranju veze medu ekonomskim ili
drustvenim pojavama.

Konstante a i b nazivaju se osnovni parametri mo-
dela jednostavne eksponencijalne regresije.

Radi §to bolje analize regresijskoga modela poseb-
no navodimo statisti¢ke interpretacije tih parame-
tara.

Iz jednakosti (1) i uvjetaa, b € RT, a # 1, lako
slijedi

Tvrdnja 1.
y=>b akoisamo ako je x = 0. 2)

Stoga se parametar b interpretira kao ocekivana vri-
jednost varijable y za x = 0. Napomenimo da ova
interpretacija nerijetko ne odgovara realnoj situaci-
ji. Npr. u slu¢aju da promatramo zavisnost ukupnih
izdvajanja za hranu (varijabla y) o ukupnim mje-
se¢nim primanjima (varijabla x) neke obitelji, nelo-
gi¢no je izabrati x = 0, t]. pretpostaviti da obitel]
nema nikakvih mjesecnih primanja.

StatistiCka interpretacija parametra a iskazuje se
posredno. Tocnije, vrijedi:

Tvrdnja 2. Ako se vrijednost varijable x promijeni
za k jedinica mjere te varijable, pri cemu je k € R,
onda ¢e se ocekivana vrijednost varijable y promi-
jeniti za prosje¢no

se = 100 - (d* — 1)%. (3)

Pritom predznak realnoga broja k oznacava po-
vecanje/smanjenje vrijednosti varijable x, a predz-
nak parametra s; oznacava povecanje/smanjenje
oc¢ekivane vrijednosti varijable y.

Dokaz. Neka je x; poCetna vrijednost varijable x.
Prema jednakosti (1), ocekivana vrijednost varijable
yzax = x| jednaka je:

yi=>b-a". (4)

Ako se vrijednost x; promijeni za k jedinica mjere
varijable x, nova vrijednost varijable x je:

x2 =x1 +k. ®)
Pritom za k > 0 imamo povecanje, a za k < 0
smanijenje vrijednosti varijable x. Ocekivana vrijed-

nost varijable y za x = x; jednaka je:

$r=b-a>=b-a""=b-a" - d
=d-(b-a")=d" . (6)

Stoga je pripadna relativna promjena ocekivane vri-
jednosti varijable y jednaka:

A A k A A
~ Y2—V1 a -y —Jyi
AY)y=——= -
(y)k Y1 V1
N k
. —1
B e

Y1

Iskazemo li tu promjenu u postocima, dobit ¢emo:
se = [100- (" = 1)] %, (8)

Sto je i valjalo pokazati. [ |

! Standardno je R" := (0, +o0) skup svih strogo pozitivnih realnih brojeva.
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Napomena 1. U iskazu Tvrdnje 1 upotrijeblien je
prilog prosjecno jer se u izvodu formule za izracun
vrijednosti parametra a pomoc¢u emipirijskih vrijed-
nosti varijabli x i y koriste prosjeci tih empirijskih
vrijednosti, pa je i sdm parametar a pokazatelj pro-
sjeCne promjene. Detalji se mogu naci u [2].

Napomena 2. StatistiCki pokazatelj
s1 =100 (a — 1) 9)

uobi¢ajeno se naziva prosjecna relativna stopa pro-
mjene (oCekivane) vrijednosti varijable y. Pomocu
te stope najlakse se posredno interpretira parame-
tar a. Njezina “jedinica mjere” je postotak [%)]. Ako
model jednostavne eksponencijalne regresije kva-
litetno opisuje vezu izmedu varijabli x i y, onda pri-
blizno jednaka prosjecna relativna stopa promjene
vrijedi i za empirijske vrijednosti varijable y.

Radi potpunosti, zapiSimo posebno dvije poslje-
dice Tvrdnje 1 koje koriste Cinjenicu da ekspo-
nencijalna funkcija f (x) = " strogo pada za
a € (0,1),astrogorastezaa > 1.

Tvrdnja 3. Ako se vrijednost varijable x poveca za
k jedinica mjere te varijable, onda ¢e se vrijednost
varijable y oCekivano smanjiti za s;% ako i samo
ako je a € (0,1), a otekivano povecati za s;%
akoisamo akojea > 1. |

Tvrdnja 4. Ako se vrijednost varijable x smanji za
k jedinica mjere te varijable, onda ¢e se vrijednost
varijable y oCekivano povecati za s, % ako i samo
akojea € (0, 1), aotekivano smanjiti za sy % ako
i samo ako jea > 1. |

Napomena 3. U svim gornjim tvrdnjama ne smi-
jemo izostaviti rije¢ ocekivano. Time naglaSavamo
da su sve izratunane vrijednosti rezultat nasih pro-
cjena, a ne npr. istrazivanja ili pokusa.

Budu¢i da osnovne parametre regresijskoga mo-
dela interpretiramo kao stanovite procijenjene vri-
jednosti, opravdano se postavlja pitanje: jesu li

2 Pitanjem reprezentativnosti odabranoga uzorka ovdije se ne bavimo.

te naSe procjene dovoljno dobre, odnosno koliko
dobro neki regresijski model opisuje vezu medu
promatranim pojavama?

Odgovor na ovo pitanje daje statistiCki pokazatel]
koji se naziva koeficijent determinacije i oznaCava
s R?. Koeficijent determinacije je uvijek neki realan
broj iz segmenta [0, 1]. On se naj¢es¢e interpre-
tira posredno pomocu pokazatelja R; definiranog
formulom

R, := 100 - R%. (10)

Vrijednost R; interpretira se kao postotak veze
medu promatranim pojavama koji se moZe objasniti
regresijskim modelom. Sto je Ry “blize” 100 [%)],
model je bolji i reprezentativniji. Detalje ovdje izos-
tavljamo, a mogu se nac¢i u [1], [2] ili [3].

llustrirajmo primjenu ovoga regresijskog modela na
primjeru.

Primjer 1. Na uzorku® od 15 slu¢ajno odabra-
nih uCenika srednje Skole “Mirko S. Zlikovski” iz
Spickovine® ispituje se veza izmedu prosjeé¢noga
dnevnoga vremena provedenoga na drustvenoj
mrezi Facebook i prosjeka brojeva ostvarenih bo-
dova na svim ispitima iz matematike tijekom jed-
noga polugodista. Pritom nam je dodatno poznat
podatak da je aritmeti¢ka sredina najve¢ih mogucih
brojeva bodova na tim ispitima jednaka to¢no 20.
Empirijski podaci su dani u tablici na sljedecoj stra-
nici.

a) Vezu promatranih varijabli graficki prikazite di-
jagramom rasipanja. Uz grafikon navedite sve
potrebne oznake.

b) Odredite jednadzbu modela jednostavne eks-
ponencijalne regresije koji najbolje opisuje za-
visnost prosjeka brojeva bodova na ispitima iz
matematike o prosje¢nom dnevnom vremenu
provedenu na Facebooku i objasnite znacenje
parametara dobivenoga modela.

c) Natemelju koeficijenta determinacije procijenite
reprezentativnost dobivenoga modela.

3 Svi nazivi ustanova su potpuno izmiglieni. Korigteni toponimi su stvarni i predstavljaju mjesta u Republici Hrvatskoj. Svi empirijski podaci
su takoder izmisljeni za potrebe ovoga ¢lanka i ne predstavljaju rezultat bilo kakvoga znanstvenoga ili stru¢noga istrazivanja.
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Na temelju rezultata b) podzadatka procijenite:

prosje¢no dnevno prosjek brojeva

d) smijer i iznos prosje€ne relativne promjene pro- vrijeme provedeno bodova na ispitima
sjeka brojeva bodova na ispitima iz matematike na Facebooku [sati] | iz matematike
ako se prosje¢no dnevno vrijeme provedeno na

Facebooku poveca za dva sata; CLrB 17
e) prosjek brojeva bodova na ispitima iz matema- 1 16
tike uenika koji dnevno na Facebooku provede 12 15
prosjeCno 3 sata i 15 minuta;
15 14
f) koliko najvise vremena dnevno na Facebooku
smije provesti u¢enik koji zeli imati pozitivnu oc- 1.7 14
jenu iz matematike ako je “prag za prolaz” 10 2 13
bodova;
2.3 12

g) prosjecno dnevno vrijeme koje na Facebooku
provede ucenik koji je na ispitima iz matematike 25 11
ostvario prosje¢no 2 boda, pa utvrdite realis-

2.9 10
ticnost dobivenoga rezultata.
Rjesenje primjera 1. 3 10
, L o 3.2 10
a) Veza promatranih varijabli prikazana je dijagra-
mom rasipanja na slici 1. Dijagram rasipanja tvore 3.5 9
tocke &ije su koordinate uredeni parovi (x,y) do- 37 9
biveni iz tablice 1. Ucrtane toCke ne spajamo kri-
vuljom* jer pretpostavljamo da veza medu proma- 3.9 8
tranim pojavama nije funkcijska, nego stohasti¢ka 4 8
(slucajna). Detalji 0 konstrukciji dijagrama rasipa-
nja pomoéu MS Excela mogu se nadi u [4] Tablica 1. Empirijski podaci za Primjer 1

Zavisnost prosjeka brojeva bodova na ispitima iz matematike o
prosjecnom dnevnom vremenu provedenu na Facebooku
N
=
g ®
= 16 A 4
= $ .-
Z 14 & ¢ Y
g, 12 < .
£ 10 Lo am 4 rry
=) Rl
TS 8 -
o2 6
= 5
58 4
S 2
=
o 0
z 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5
& Prosjecno dnevno vrijeme provedenona Facebooku [sati]

Slika 1. Dijagram rasipanja za primjer 1

4 Citatelj upoznat s polinomima moze zakljuciti da postoji barem jedan polinom stupnja najviSe 14 (npr. Lagrangeov interpolacijski polinom)
Siji graf prolazi svim navedenim to¢kama.
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Zavisnost prosjeka brojeva bodova na ispitima iz matematike o
prosjecnom dnevnom vremenu provedenu na Facebooku

N

= 18
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== g L Modeljednostavne eksponencijalneregresije oY
2 E s L y= 29.08~ 0229 -x

g g 4 R*=0,9906

E

=1
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Zz 0 0,5 1 1.3 2,5 3 3.5 4 4,5
&

Prosjeéno dnevno vrijeme provedenona Facebooku [sati]

Slika 2. Model jednostavne eksponencijalne regresije za primjer 1 i pripadna regresijska krivulja

b) Jednadzba modela jednostavne eksponencijal-
ne regresije, pripadna regresijska krivulja i koefici-
jent determinacije modela prikazani su na slici 2
dobivenoj takoder pomocu MS Excela. Detalji o
postupku kojim se dobiju ti pokazatelji mogu se
naci u [4].

Dobivenu regresijsku jednadzbu najprije zapiSimo
u standardnom obliku § = b - a*. U ovome je
sluaju b = 20.08, dok je vrijednost parametra a
jednaka

a=e "% x0.795329. (11)

Stoga jednadzba dobivenoga modela jednostavne
eksponencijalne regresije glasi:

9 = 20.09 - 0.795329". (12)

Interpretirajmo parametre dobivenoga modela.

Prema tvrdnji 1, b = 20.08 je vrijednost varijable y
za x = 0. To znaci da ¢e ucenik koji ne provodi vri-
jeme na Facebooku (nego vrijleme provodi radeci
druge aktivnosti) ocekivano postici priblizno 20.08
bodova po jednom ispitu iz matematike (prakticki,
najvec¢i moguci broj bodova na pojedinom ispitu).

Prema napomeni 2, parametar a = 0.795329 in-
terpretiramo posredno racunajuéi ocekivanu pro-
sje¢nu relativnu stopu promjene prosjeka brojeva

bodova iz matematike:
51 =100 (a — 1) = —20.4671. (13)

Dakle, ako se prosje¢no dnevno vrijeme provede-
no na Facebooku poveca za 1 sat, prosjek brojeva
bodova na ispitima iz matematike smanjit ¢e se za
priblizno 20.4671%.

c) Buduéi da je R* = 0.9906, prema napomeni 3
zakljuCujemo da se 99.06% zavisnosti prosjeka bro-
jeva bodova na ispitima iz matematike o prosjecnom
dnevnom vremenu provedenu na Facebooku moZe
objasniti modelom jednostavne eksponencijalne re-
gresije. Ta je vrijednost vrlo blizu 100%, pa je nas
model reprezentativan.

d) U ovakvom se zadatku naj¢es¢e pogresno za-
kljuCuje: Znamo da ako se prosjecno dnevno vrije-
me provedeno na Facebooku poveca za 1 sat, onda
Ce se prosjek brojeva bodova na ispitima iz mate-
matike o&ekivano smanjiti za priblizno 20.4671%.
Stoga ako se prosje¢no dnevno vrijeme provedeno
na Facebooku poveca za 2 sata, onda ¢e se prosjek
brojeva bodova na ispitima iz matematike o&ekivano
smanijiti za prosjec¢no 2 - 20.4671 = 40.9342%.
Pogreska je u tome §to za eksponencijalnu funkci-
ju ne vrijedi upravna razmjernost varijabli, pa npr.
dvostruki rast varijable x ne poviaci dvostruki rast
varijable y i obrnuto.
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Podzadatak treba rijesiti koristeci jednakost (3). U
tu jednakost uvrstimo k = 2 ia = 0.795329, pa
dobijemo:

53 = 100-(0.795329°— 1) ~ —36.7453%. (14)

Dakle, prosjek brojeva bodova na ispitu iz matemati-
ke Ce se ocekivano smanijiti za prosjecno 36.7453%.

e) Trazeni prosjek brojeva bodova procijenit ¢emo
tako da u jednakost (12) uvrstimo x = 3.25 jer je 3
sata i 15 minuta = 3.25 sati. Tako dobijemo:

$ =20.09 - 0.795329>% ~ 9.54 bodova. (15)

f) Treba naci najvecu vrijednost varijable x za koju
je ¥ > 10. Tako dobivamo eksponencijalnu nejed-
nadzbu

20.09 - 0.795329* > 10, (16)

iz Koje logaritmiranjem (npr. po bazi 10) lagano slije-
dix < 3.046. (Zaokruzivanjem vrijednosti varijable
X naviSe smanjuje se vrijednost varijable y, pa zato
moramo zaokruzivati nanize.) Stoga trazeno vrije-
me iznosi 3.046 sati, odnosno (priblizno) 3 sata i 2
minute.

g) Iz regresijske jednadzbe (12) izrazimo varijablu
x. Logaritmiranjem po bazi 10 dobije se:

logy — 10g20.09
log 0.795329

)/E:

(17

U tu jednakost uvrstimo y = 2, pa slijedi:
log2 — log 20.09
log 0.795329
= 10 sati i 4 minute. (18)

X= ~ 10.07459 sati

Utvrdimo je li ovakva procjena realisti¢na, tj. provo-
di li zaista ucenik koji postize vrlo slabe rezultate na

ispitima iz matematike toliko vremena dnevno na
Facebooku. lako volimo reci da je “u danasnje do-
ba sve moguce”, ovaj podzadatak izvrsno ukazuje
natzv. problem ekstrapolacije u regresijskim mode-
lima. Okvirno govoreci, regresijski model moze da-
vati dobre procjene za vrijednosti varijable x koje se
nalaze unutar segmenta omedenoga najmanjom
i najvecom empirijskom vrijedno$¢u te varijable.
Medutim, za vrijednosti izvan toga segmenta kvali-
teta procjene se smanjuje sto je vrijednost varijable
x udaljenija od donije ili gornje granice segmenta.
Zbog toga kad god je to moguce, treba izbjega-
vati procjenu vrijednosti varijable y za vrijednosti
varijable x koje se nalaze izvan spomenutoga seg-
menta i obratno.” Stoga u ovom zadatku relativno
kvalitetne procjene dobivene pomocu regresijske
jednadzbe (12) mozemo ocekivati za x € [0.75, 4],
odnosno, ekvivalentno, pomocu jednadzbe (17) za
y € [8,17].
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> |z navedenoga modela, medutim, slijedi iskustveno i logi¢ki istinita &injenica: $to je vrijednost varijable x veéa, to je vrijednost varijable y
bliza nuli. lako ve¢ za x ~ 43.5 slijedi y =/ 0, taj podatak nije moguce interpretirati jer prosjeCan dnevni broj sati provedenih na Facebooku
ne moze biti strogo veci od 24. Stoga valja biti oprezan i s odabirom vrijednosti varijable x tako da interpretacija vrijednosti te varijable ima

smisla.
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