viSe nego u udzbeniku

Pell-Lucasov!
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U Mis-u br. 68 (veljaa 2013.) objavljen je ¢lanak
Pellovi brojevi. U ovom prilogu piSemo o Pell-
Lucasovim brojevima i vezi izmedu Fibonaccijevih
i Pell-Lucasovih brojeva.

Definicija. Brojevi definirani s

Or=1 0,=3
0, =20y 1+0Qy2, n>3 (D

nazivaju se Pell-Lucasovi brojevi.

4 5 6 7 8

Kl :
R 7 17 a1 9 239 577

Niz brojeva (Q,) zove se Pell-Lucasov niz, a O,
n-ti Pell-Lucasov broj.

Promatrajmo Pellov niz' (P,) i Pell-Lucasov niz

(Qn).

ml 2 5 12 29 70 169 408
ml 3 7 17 41 99 239 577

! Vidi ¢lanak Pellovi brojevi.

brojevi

Jens Carstensen,
Alija Muminagi¢, Danska

Lako izraGunamo da je

5=243,
12=54+7,
29=12+17, ...
f.
Pn:Pn—1+Qn—1 (2)

7=2-2+43,
17=2-5+47,
41 =2-12+17, ...
.
Qn:2‘Pn—l+Qn—1- (3)
Oduzimanjem jednakosti (3) od (2) dobivamo

Pn_Qn: n—l_zpn—lz_ n—1,

odnosno
Qn:Pn"_Pn—l' (4)

Sada imamo moguénost odrediti eksplicitnu formu-
luza Q,.

broj 70 / godina 14. / lipanj 2013.



1
Iz (4) zbog P, = ——

|1+ V2 = (1= 2y,

2v2
te Py = 21%[(1 + V2 — (1 = ﬁ)n—l}
dobivamo
1 ; .,
Qn:m [(1—}—\/5) _(1_\/5)

F1+V2) -1 —\/5)"—‘}.

Stavimolidajep = 1 + V2, r = 1 — /2, slijedi
da

|
O = W)
2V2g, =p" =" p T =

:p"(l-i-%) —r"(l-i—%)

pn rn
219~ 21 )

[pn M +pn71 o rnfl} —

=p" M I+ 14+V2) =" 1+ 1-V2)
=p" 2+ V2) - (2= V2)
=V2p" (1 +V2) V2T (V2 - 1)
ig_/ T
= V2p"+ V2" = V20" + ).

Dakle,

anrrn

_ V20" )
- s T 5)

Poku$ajte na¢i vezu Pell-Lucasovih brojeva i bino-
mnih koeficijenata. Primjerice

0= [(5)-(2)- () (§)] - @222
= (1,15,15,1) - (1,2,4,8)
=1+30+60+8=099.

On

Veza izmedu Fibonaccijevih i Pell-Lucasovih
brojeva

Poznato je da za Fibonaccijeve brojeve vrijedi

Fi+Fy =Fyu1. (6)

Za Pellove brojeve vrijedi

17 42° =5,
22 452 =29,
524122 = 169,

122 4292 = 985,

Py + Py =Py (7)
Za Lucasove brojeve vrijedi (vidi A. Dujella, Fibona-
ccijevi brojevi, HMD, Zagreb 2000., str. 12)
L=5-Fy=4-(-1) (®)
pa zbog
Q}—2-P2=17"—2.122
=289 — 288 = (—1)*,
Q2 —2.P2=41>-2.29
= 1681 — 1682 = (—1),

slutimo da vrijedi

0, —2-P,=(-1)". )

Dokaz formula (7) i (9) prepustamo Citateljima.
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