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Rije¢ je o Galtonovoj daski ili Galtonovu pokusu.
Sir Francis Galton (1822.-1911.), engleski antro-
polog, medu prvima je shvatio vaznost primjene
statistickin metoda u biologiji nasljiednih osobina.
Galtonova daska predstavlja zapravo binomni eks-
periment koji se svodi na spustanje kuglice kroz
zabijene Cavli¢e u trokutastu reSetku. Kada naide
na Cavli¢ kao prepreku kuglica moze skrenuti lije-
vo ili desno. U sliedecem retku ponovno nailazi
na ¢avli¢ i na njemu opet moze skrenuti lijevo ili
desno, a jedan i drugi ishod jednako su vjerojatni,
p = 0.5. Nakon prolaska kroz sve redove kuglica
pada u jedan od pretinaca koji se nalaze na dnu
uredaja. Ovaj je uredaj izvrstan za realnu vizualiza-
ciju razdiobe, pa se na taj nacin vierojatnost moze
pribliziti i mladim u¢enicima. Naravno, na rezultat
Ce utjecati nepravilnost u polozaju ¢avli¢a, razmak
medu njima u odnosnu na veli¢inu kuglice i mozda
jo$ Stogod. Zbog takvih stvari ne bi trebalo na-
pustiti fiziCki model, ma koliko mi bili zaljubljenici u
tehnologiju i ma koliko nase ucenike sve vise ok-
ruzuje virtualni svijet. Mozda bas$ zbog toga treba
inzistirati na fizickom modelu i odgojnoj ulozi izrade
modela. A kada se jednom zaposle ruke, krene i

Sime Sulji¢, Pazin

“Pogodite $to je ovo na slicil” —
objavili su na svojoj Facebook
stranici pocetkom rujna ove
godine ¢lanovi udruge Mladi
nadareni matematicari “Marin
Getaldi¢”. Znadete li vi, dragi
Citatelji?

razmisljanje, koje je toliko potrebno u matematici.

Virtualni model svakako ¢e dati bolje rezultate i dat
¢e ih puno, doista ¢e simulirati oCekivanu teorijsku
razdiobu. Isti pokus izraden i izveden u GeoGebri
ne¢e mlade “istrazivace” ostaviti ravnodusnim, tim
viSe §to lako mogu mijenjati broj izbacenih kugli-
ca ali i broj redaka postavljenih ¢avlica. U upravo
zavrsenoj Noci istrazivaca 2013. nasi kolege, nas-
tavnici prirodnih znanosti, ostavljali su na ucenike
jak dojam s raznim pokusima. | matematika svoje
konje za trku ima, a pokus poput Galtonova sigurno
je jedan od njih.

|zrada ljuske

U izradi virtualnog Galtonova pokusa krenut ¢emo
od razmjestanja Cavlica. Nacrtat ¢emo toCke tako
da svaki donji red ima jedan element viSe od pret-
hodnog i da se to¢ke u donjim redovima nalaze
izmedu dviju gornjih. To nije problem za trokutastu
strukturu uvijek jednake dimenzije, jer se moze izra-
diti alatom za crtanje to¢aka. Samo to nema smis-
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la na raCunalu i odmah treba omoguciti korisniku
da po volji mijenja broj redaka trokutaste strukture
Cavlica. U odnosu na os y najjednostavnije ¢e biti
simetri¢no postaviti te prepreke i podignuti pocetni
redak na ordinatu ili pocetnu poziciju p. Na slici
vidimo da je p = 20. Broj redaka Cavli¢a, odnos-
no tocaka, r izradimo u GeoGebri kao cjelobrojni
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Slika 2.

Bilo koji redak u strukturi mozemo dobiti s pomocu
naredbe Niz:

Niz[ <izraz>, <varijabla>, <poetna
vrijednost>, <krajnja vrijednost> ].

Recimo onaj na ordinati 17, s pet to¢aka, s pomocu
te naredbe bio biNiz[(i, 17), i, -2, 2].

Krajnju i pocCetnu vrijednost niza treba prepustiti
ratunalu da je odredi kao relativnu vrijednost re-
tka u odnosu na pocetnu poziciju p:

Niz[(i, 17), i, (17 - p) / 2 - 0.5,
1+ (p-17) / 2]

Zamijenimo sada konkretnu vrijednost ordinate 17
s varijablom j. To onda zna¢i da ovu naredbu
niz. moramo ugnijezditi unutar nove naredbe Niz
s pocetnom vrijednoséu p — r + 1 i zavrSnom p:

Niz[Niz[({i, j), i, (G -p) / 2 -

¢ =
0.5, 1+ (p-3)/2], j,p-r+1,p]

Ako je r = 3, u grafickom ¢emo prozoru dobi-
ti tri poCetna reda toc¢aka, a u algebarskim listu
uredenih parova:

& ={{(~1.5,18),(—0.5,18), (0.5, 18), (1.5, 18)},
{(~1,19),(0,19), (1,19)},
{(~0.5,20), (0.5,20)}}.

O broju redaka ¢avli¢a ovisi broj pretinaca u koje ¢e
na kraju upadati kuglice, kao i njihova pozicija. Ako
je r broj redaka Cavli¢a, apscise sredista pretinaca
zadajmo naredbom:

pretinci = Niz[i, i, -r / 2 + 0.5,
r/ 2 -0.5].

Te pretince mozemo razgraniciti pregradama:

pregrade = Niz[DuZinal[(i, 0),
(i,p—r)]: i) _r/2:r/2]'

Kuglice i statistika ishoda

Neka je m maksimalan broj kuglica koje ¢emo jed-
nu po jedno ispustati u pokusu. Taj broj je u progra-
mu najbolje izraditi kao cjelobrojni kliza¢ primjerice
u granicama od 10 do 1000. Kliza¢ n u granicama
1 do m sluZit ¢e za animaciju padanja kuglica jed-
nog pokusa. Kada kuglica dolazi na ¢avli¢ ona ga
moze zaobi¢i slijeva ili zdesna. Oba dogadaja su
jednako vijerojatni. Obilazak slijeva je u odnosu na
prethodnu poziciju kuglice zapravo pomak za —0.5
po apscisi, odnosno obilazak zdesna pomak za 0.5
koordinatnih jedinica po apscisi. S pomoc¢u gene-
ratora slucajnih brojeva najbolje je odrediti matricu
pomaka na svim redovima za sve padajuce kuglice
odjednom, ugnijezdenom naredbom Niz:

M = Niz[Niz[SludajniBrojIzmedu[O0, 1]
-0.5,4i, 1, r - 11, j, 1, m]

Naredba Slu¢ajniBrojIzmedu[0, 1] dajesa-
mo brojeve 0 ili 1, a kad se oduzme 0.5 onda su is-
hodi —0.510.5. U unutarnjoj naredbi Niz krajnja je
vrijednost r — 1, jer prvi redak Cavli¢a na nacin kako
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smo ga ovdje postavili ne daje moguénost izbora
za prolaz kuglice. S r — 1 odreden je broj stupaca
matrice. Krajnja vrijednost za varijablu j u vanjskoj
naredbi Niz je m, odnosno zadani maksimalni broj
kuglica, koja odreduje broj redaka matrice. Redak
matrice odreduje putanju jedne padajuce kuglice.
Evo primjera jedne slucajno generirane matrice za
Sest redaka ¢avli¢a i 10 kuglica:

05 -05 05 05 05
05 05 —085 —05 —05
05 -05 05 05 05
05 05 05 05 —-05
=05 =05 =05 05 =05
-05 05 05 05 05
-05 05 —-05 —-05 05
05 =05 05 =05 -05
05 05 05 05 —05

05 =05 =05 =05 =05

Slika 3.

Iz prvog retka te matrice (slika 3) lako se Cita da
se prva kuglica pri padu u drugi red pomakla za
0.5 udesno, pa u tre¢i red za 0.5 ulijevo u od-
nosu na drugi red, u Cetvrti red za 0.5 udesno
itd. Krajnja pozicija na x osi je zbroj pomaka:
05—-054+05+0.5+0.5 = 1.5 (slika 4). Ap-
scisa kuglice u bilo kojem retku je zbroj prethodnih
elemenata retka generirane matrice. Zato horizon-
talne pomake kuglice definiramo ovako:

pomak _x = Niz[Zbroj[Element[M, n], i],
i, 1, r - 1].

Ovdje naredba Element [M, n] daje n-ti redak
matrice M. Tako za prvi redak matrice, odnosno za
n = 1 dobijemo vrijednost {0.5,0,0.5, 1, 1.5}. Da
bismo nacrtali ¢vorne tocke putanje kuglice, uzet
¢emo elemente liste pomak_x kao apscise i pridi-
jeliti im padajuce ordinate:

putanja = Niz[(Element [pomak x, i],
p_i): is 1:r_1]|

gdje je p ranije definirana ordinata pocetne pozici-
je kuglice. Tu poziciju, odnosno kuglicu nacrtajmo
kao tocku (0, p).

Slika 4.

Za pokus je vazno biljeZiti izlazne pozicije kuglice
iz reSetke, koje mozemo nazvati ishodi. Docim je
generirana matrica M pomaka na svim redovima
za sve kuglice, moguce je njome redom izraCunati
ishode. To su zapravo zbrojevi redaka matrice M,
a njih dobijemo ugnijezdenom naredbom:

ishodi = Niz[Zbroj[Element[M, il],
i, 1, m].

Ta naredba u slu¢aju generirane matrice na slici
3 daje vrijednosti: {1.5,—1.5,1.5,1.5,—1.5, 1.5,
—0.5,-0.5,1.5, —1.5}. Potrebno je prebrajati is-
hode i utvrdivati frekvencije pojedinog ishoda pri
padu svake nove kuglice, odnosno vezati to preb-
rajanje frekvencija uz broj n koji ¢emo kasnije ani-
mirati. Frekvencije pada kuglice u pojedini pretinac
biljezimo u skupu pod nazivom frekvencije:

frekvencije = Niz[UvjetnoPrebrajanje
[x == i, Podskup[ishodi, 1, nl], i,
-r / 2+ 0.5, r/ 2 - 0.5]

Naredba UvjetnoPrebrajanje[ <uvjet>,

<lista> ] prebraja elemente odredene liste ako
zadovoljavaju odredeni kriterij. Lista Cije elemen-
te treba prebrojati je zapravo skup ishodi, ali ne
zelimo da se to dogodi odjednom, nego dinami¢no
nakon pada n-te kuglice. Tako da zapravo prebra-
jamo podskupove liste ishodi ugnijezdenom nared-
bom Podskup [ishodi, 1, n]. Sam kriterij ¢e
u ovom slucaju biti ispitivanje je li pojedini element
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opisanog podskupa jednak elementima liste koju
smo nazvali pretinci.

A kako sada u grafickom prikazu programa puniti
pretince kuglicama? Mozemo se odluciti da se ku-
glice gomilaju, ali zbog jednostavnosti zamijenimo
ih stupcastim dijagramom, odnosno naredbom;

StuplastiDijagram[ <lista podataka>,
<lista frekvencija>, <Sirina stupaca>

odnosno:

StuplastiDijagram[pretinci,
40/m frekvencije, 0.8].

Ovdje je parametar 40/m proizvoljni faktor koji
umanjuje visinu dijagrama, kako zbog velikog broja

m = 500 =10
* —————8
n =500 ...
T e ese s
® © 000 O
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Slika 5.

kuglica stupci dijagrama ne bi presli preko reSetke
od Cavlica.

Ispod stupCastog dijagrama moguce je dopisati
dinamicni tekst koji prikazuje broj¢anu vrijednost
frekvencija pojedinog ishoda jednostavnom nared-
bom:

TekstKaoTablical[ frekvencije ].
Animacija

Galtonov pokus mozemo animirati. Najzgodnije je
to napraviti s pomoc¢u gumba i ubaciti malo GeoGe-
brina skriptiranja. Odaberite alat Umetanje gumba
i kada se otvori dijaloski okvir, upiSite tekst kao na
slici:

Natpis: Novi pokus

GeoGebra skriptiranje:

1 AZurirajKonstrukciju[Il:
2 |n=0;
3 | Animiraj[n]

< | m

| Primijeni || Odustani

Slika 6.
Teorijski pristup

Ako promatramo horizontalni prolaz izmedu dva
Cavli¢a, onda je u pocetnim redcima lako izbrojiti
na koliko je sve nac¢ina moguce do¢i do njih. Ubr-
7o ¢emo shvatiti da je rije¢ o poznatim binomnim
koeficijentima Pascalova trokuta. Ako promatramo
peti redak tablice, odnosno Cetvrti bez onog prvog
u kojem nema izbora onda mozemo oCekivati da
Ce pretinci biti popunjeni redom:

1 4 6 4 1

16’ 16" 16° 16’ 16
od broja svih kuglica. Vjerojatnost se moze iz-
raCunati i s pomoc¢u Bernoullijeve sheme. Vjerojat-
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nost da kuglica obide s jedne ili druge strane ¢avli¢
je uvijek jednaka i iznosi 0.5. U nasSem sluc¢aju bi
za pojedini pretinac i, ako reSetka ima r redaka
iznosila:

r—i i—1

N r—1 1 1
ro-(1)-() ()

_ [ r=1\ lrfl

S li—-1 2 '

o0
0. 0:0

0. 0200

® 0000
' 0:0:0:0'0

Slika 7.

Sukladno toj formuli izracun oekivane frekvencije
racunamo ovako:

Niz[BinomniKoeficijent[r - 1, il
0.5"(r -1) n, i, 0, r - 11,

a pripadni o¢ekivani dijagram zadamo naredbom:

StupéastiDijagram[pretinci, 40 / m tf-
rek, 0.7].

Izrada ovog virtualnog pokusa moze vam se uciniti
teSkim zadatkom ako niste napredniji korisnik Ge-
oGebre. Medutim, ne morate krenutiispocCetka. Ot-
vorite servis GeoGebraTube (http://wuw.
geogebratube. org) i u trazilo upisite “Galtonova
daska”.

Svi materijali na servisu mogu se preuzeti, mijenjati
i pod istim uvjetima dijeliti. Tako je i s uratkom Kaji
sam u ovom ¢lanku opisao. Mozete ga Cak otvoriti
za uredivanje na samom servisu ukoliko se regis-
trirate. Preporucujem vam da u izborniku Pogled
otvorite Opis konstrukcije i da se tako 'uzivo’ upoz-
nate s konstrukcijom Galtonove daske. Mozda
dodete do koje jednostavnije ideje u konstrukciji
pojedinih koraka ili samo prepravite neka manje

vazna svojstva konstrukcija. U svakom slucaju,
vi to izravno, bez preuzimanja na svoje racunalo,
mozete objaviti na samom servisu. GeoGebraTu-
be je jedan od onih modernih internetskih servisa
na kojem se vasi u¢enici mogu poigrati Galtonovim
pokusom sa svog pametnog telefona.

Slobodno mozete preuzeti materijal, preraditi ga po
svom ukusu, a zasto ne i Stogod pojednostavniti i
ponovno podiéi na servis.

Prosli mjesec je u Hrvatskoj gostovala britanska
neurologinja svjetskog glasa dr. Susan Greenfield,
koja ne odbacuje tehnologiju kao takvu, ali je pro-
tivnik olakog uvodenja tableta u Skole. U intervjuu
za Jutarnji list je kazala:

Trebamo ucitelje koji ¢e tehnologiju u nastavi koris-
liti tako da ona bude tek pomocno sredstvo, a ne
svrha ucenja. Kod nas se u Britaniji ve¢ neko vrije-
me vodi velika debata o upotrebi iPada u skolama.
O tome kako se iPad upotrebljava, s kojom svrhom
i zasto. Ako uCeniku date iPad, necete mu time
odmah uruciti i uvid, razumijevanje, kreativnost. Ne
daje vam tehnologifja automatski i vjestine. S druge
strane, to je vrlo moc¢na tehnologija koja u pravim ru-
kama, s pravim uciteliem omogucuje lakSe ucenje u
odredenim sferama. MoZete raditi i vidjeti stvari pu-
no lakse negoli biste to mogli prije nekoliko godina.
No, tu pogotovo treba dobar ucitel].

Dobrog ugitelja odreduje odnos prema uéenicima,
visoka stru¢nost, pa i zanesenost sadrzajima koje
poucava, osobnost, mnoga umijeéa. .. i sada se
tu pojavljuje potreba za umije¢em viadanja tehno-
logijom. Prije svega trebalo bi shvatiti koliko je teh-
nologija u odredenim sferama moc¢na. Matematika
i nastava matematike su sfere gdje se mo¢ tehno-
logije itekako moze osjetiti, kao u rijetko kojem dru-
gom nastavnom predmetu. Nije realno ocekivati da
¢e nam opci informaticki teCajevi to otkriti. Zagristi
u jedan ovakav primjer s alatom kakav je GeoGebra
pravi je izazov u kojem mozete otkriti novu dimen-
Ziju liepote matematike i istovremeno upoznavati
mo¢ nadiruée tehnologije.
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