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na satu

PcCele kao tema
matematike

Gabriella Ambrus*,
Budimpesta, Madarska

Kako se pcele uklapaju u sat
matematike? Nisu li prikladnije za
sat biologije? Zapravo jesu, ali ne
iskljucivo. Ti marljivi, simpaticni,
mali insekti i njihov zanimljiv Zivot |

proizvodi mogu biti korisni i na satu matematike. U nastavku teksta bit ¢e prikazani prijedlozi,
mogucénosti i didakticki komentari o péelama kao zanimljivoj temi kroz koju se moze nauciti

matematika.

Nastava matematike provodi se kroz zadatke. Mno-
gi zadatci formulirani su kao tekstualni, neki od njih
i kroz situacije. U osnovnoskolskoj dobi te situaci-
je se Cesto odnose na djec¢ju svakodnevicu u koju
spada i priroda, biljke, Zivotinje te razna uz to po-
vezana opazanja. Svijet pCela predstavlja pravo
¢udo, i to ne samo za djecu: ti mali fantasti¢no
oblikovani insekti imaju vrlo organizirani zivot. Pos-
toji i puno bajki o zivotu pcela, u kojima je rije¢ o
marljivim, pametnim pcelicama. (Manje se prica o
bolnim ubodima pcela, ali i oni mogu biti korisni.)

lako stjecanje osobnih iskustava s pcCelama (i
pcelarstvom) moze biti motivirajue i poticajno u
svakom smislu, rijetko za to postoji prilika. No, zato

je tuinternet koji nudi puno zanimljivih informacija o
pcelama i pruza uvid u njihov zivot unutar kosnice.
Isplati se posjetiti stranicu HOBOS** navedenu u
fusnoti na kojoj su sadrzaji dostupni na engleskom
i njemackom jeziku. Tamo se mogu naci razni po-
datci o pCelama i provesti razna opazanja a da se
ne bavimo pcelarstvom.

Zadatci na temelju
promatranja pcela i kosnice
Uz pomo¢ mnoStva podataka koji se nude na spo-

menutoj stranici, moguce je formulirati sliedeci za-
datak:

* Dr. Gabriella Ambrus, ELTE, Matematikatanitasi és Modszertani Kézpont, ambrusg@cs.elte.hu
** www.hobos.de/de/studenten/hobos-daten/bienenstock.html
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Zadatak. Koliko pcela u jednom danu ude i izade iz
kosnice? Sto primjecujes? Kako objasnjavas svoja
opaZanja?

Ovdje se ne radi samo o zbrajanju, koje se takoder
pritom viezba, nego o viSe toga. O rezultatu se
treba promisljati i povezati ga s drugim “znanjima”.
Na primjer, moze se uociti da je viSe pcela izaslo iz
kosSnice nego $to je uslo u nju. Moguce objasnjenje
je da je nekolicina p&ela uginula na svojim putova-
njima. To se Cesto dogada u proljece sa starim
pcelama, kada na svijet dolaze nove mlade pcele.
Moguénost da se péele izgube gotovo je iskljuc¢ena
jer se one jako dobro snalaze u prostoru te ne ula-
ze u druge kosnice (o tome se moze proditati na
spomenutoj internetskoj stranici i drugim izvorima).

Drugi zadatak moze biti sljedeci:
Zadatak. Na slici mozes vidjeti sace. MoZes i iz-

brojiti koliko je Celija? Koji je najbolji nacin da to
otkrijes?

Slika 1. Dio sa¢a

Vazno je odrediti dobru metodu za izraGunavanije
broja ¢elija te smisliti kako tretirati ¢elije koje nisu
¢itave. UcCenici se tako mogu odluciti da svaku
¢eliju koja se vidi viSe od polovice broje kao cijelu,
a one koje se vide manje od polovice broje kao
pola ¢elije. Brojiti se moze po redovima ili se slika
moze podijeliti na viSe jednakih dijelova — tada se
prebroje sve ¢elije u jednom dijelu slike i dobiveni
broj pomnozi s ukupnim brojem dijelova.

Zadatci povezani s
informacijama o pcelama

Mnogo je moguénosti kako prikupiti informacije o
p&elama i iskoristiti ih kao podlogu za zadatak. Ta-
ko se formuliraju zadatci s realnim sadrzajem.

Zadatak. Pcele radilice sakupljaju pelud i pcelinji
nektar. Jedna radilica teZi oko 70 mg i moZe ponijeti
oko 40 mg. Koliko bi ti mogao ponijeti kada bi bio
pcela?

Ovdje se radi o primjenjivim, realnim zadatcima.
Odgovor ne ovisi 0 tome kolika je masa uc¢enika,
nego o modelu ra¢unanja. MoZe se dopustiti od-
stupanje od 5 mg i re¢i da pcela moze ponijeti
otprilike pola svoje tezine, pa tako i djeca. Ucenik
koji ima masu otprilike 35 kg moZze zakljuciti da bi
kao pcela mogao ponijeti otprilike 20 kg, jer pcela
od 35 mg moZe ponijeti otprilike 20 mg. U viS§im
razredima to se moze izraCunati s pomoc¢u omje-
rafrazmijera.

Zadatak. Buduéi da im i za vlastite potrebe treba
puno meda, obitelj pcela proizvede oko 30-40 kg
iskoristivog meda. Za to trebaju u kosnici sakupiti
dvostruko vise nektara. Koliko izlazaka je potrebno
da bi se proizvelo toliko meda?

Ovaj zadatak pruza moguénost racunanja s veli-
kim brojevima. S obzirom na podatke iz prethodnih
zadataka moZe se izracunati da je za proizvodnju
40 kg meda potrebno 2 milijuna izlazaka iz kosnice.
Ovaj rezultat poklapa se s podatcima iz stru¢ne li-
terature. Kada su u pitanju realni rezultati, moguce
je provjeriti na internetu jesu li tocni i po potrebi ih
korigirati i ponovno izra¢unati.

Zadatak. Pcelinji vosak vazna je sirovina u koz-
metickoj i farmaceutskoj industriji. Za proizvodnju
1 dag voska potrebno je 1500 pcela koje ¢e ga pro-
izvesti tijekom svog kratkog Zivota. Radilica Zivi oko
35 dana i otprilike 10 dana proizvodi vosak. Koliko
voska dnevno proizvede 1500 péela?
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Tekstualni zadatci u¢enicima Cesto stvaraju prob-
leme zbog potrebe temeljitog razumijevanja teks-
ta. Kako da ucenica Cetvrtog razreda rijesi ova-
kav zadatak? U nastavku ¢emo se posvetiti tome.
(Zanimljivi rezultati vezani uz tekstualne zadatke s
realnim sadrzajem mogu se naci npr. kod Csikos i
suradnici [4].)

Ispitivanje: Ucenica se dobrovoljno javila za rjeSa-
vanje zadatka s pcelama. Dobra je u matematici,
no tek je zavrsila Cetvrti razred osnovne skole. Za-
datak je dobila u slikovnom obliku, a ispod je bio
naveden tekst (slika 2).

Slika 2. Zadatak za ispitivanje
(Izvor slika je HOBOS, vidi prije.)

Ucenica je imala poteskoc¢a s razumijevanjem teks-
ta. Prvo je htjela podijeliti 1500 s 35, pa s 10.
Shvatila je da to nije “pametno”, pa je u konacnici
dos$la do toga da desetodnevnu proizvodnju mora
podijeliti s 10.

1500 O ko hatk Adly-

4@@;4;3,

Slika 3. Rjesenje zadatka s pcelinjim
voskom ucenice 4. razreda
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U sljedecem zadatku prikazan je model koji omo-
gucuje osnovnoskolcu da shvati koliko je teska jed-
na pcela:

Zadatak. Na lijevoj strani (poluzne) vage nalaze se
‘rasterecene” pcele, a na desnoj 1 gumeni med-
vjedi¢ (1 medvjedi¢ teZi oko 2 g). Koliko pcela je
potrebno dodati na desnu stranu da bi vaga dosla
u ravnotezu? (Ideja: Anke Wagner)

S ovim zadatkom moZze se povezati gradivo o sred-
njoj vrijednost.

Zadatci vezaniuz pcelinje sace

Pcelinje sace na prvi pogled izgleda kao ploca sas-
tavliena od pravilnih Sesterokuta sto je zanimljiva
konstrukcija i zahvalna tema za satove matemati-
ke. Zadatci o sa¢u mogu biti sliedeci:

e zadatci o broju ¢elija u sacu (vidi prije)
e zadatci o gradi i konstrukciji sa¢a
e zadatci vezani uz nastajanje i upotrebu sa¢a

e zadatci povezani sa sa¢em, npr. zadatci vezani
uz poplo¢avanie.

Trodimenzionalna konstrukcija sa¢a kao tema na
satu matematike moguca je tek u srednjoj skoli (vi-
di Tautz, Ruppert i Worler, [5]).

Pravilni Sesterokuti kao ¢elije sa¢a mogu biti inspi-
racija za brojne eksperimente, opazanja i zadatke
iz podrucja geometrije.

Primjerice, postoje djecje igre u kojima se uz po-
mo¢ Sesterokuta rade razne konstrukcije. Moguce
je napraviti lijepe slike i mozaike koji se mogu pro-
matrati i kroz “matematicke naocale” (slika 4).

Slika 4.

broj 76 / godina 16. / listopad 2014.



Moguce se osvrnuti i na kruznice upisane pravilnim
Sesterokutima, kao $to je prikazano na slici 5. U
nizim razredima tu nije moguce jo$ nista matema-
tiCki argumentirati, nego samo pokazati i promatrati
s pomocu slika, a onda u vi§im razredima detaljnije
analizirati odnose na slici.

Slika 5.

Sliedeti zadatak bavi se transformacijama i simet-
rijama:

Zadatak. Nacrtaj jednu celiju saca na papiru i izreZi
je. Opisi svojstva te Celije. Kako bi ti nazvao celiju?

Celija se moze imenovati na razlicite nacine; mo-
guce je da ucenici ve¢ poznaju i koriste naziv
Sesterokut, ali mogu i sami smisljati razli¢ite na-
zive koiji bi bili vezani uz pcele. Takvi “nesluzbeni”
nazivi mogu se nastaviti upotrebljavati i promijeniti
u bilo kojem trenutku.

U brojnim udzbenicima mozemo pronadi Sesterokut
kao predmet istraZivanja, primjerice na slici 6.

18. Keresd a tukor helyét a kovetkezé abrakon!
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Slika 6. Sesterokut kao dio razli¢itih uzoraka.

(Tekst zadatka: Nadite tocku zrcaljenja na sliedecim slikamal)
(C. Neményi/Kaldi: Matematika

3., 4. izdanje, 2008 NTK, S.164)

Kao Sto smo vec¢ vidjeli, kada se Sesterokuti, od-
nosno ¢elije kombiniraju, nastaju zanimljivi objekti
koji se takoder mogu shvatiti kao dio saca.

Kao analogija $ahovskoj plo¢i mogu se izraditi i
razne ploCe sastavljene od Sesterokuta koje potom
mogu biti temelj za razliCite zadatke.

Zadatak. Ovdje moZemo vidjeti dijelove saca
koje moZemo shvatiti kao ploce sastavijene od
Sesterokuta. Navedi razlicite nacine kako od ploce
sa “stranicom” od dvije Celije mogu nastati ploce sa
“stranicom” od triju ili Cetiriju ¢elija. MoZes li nastaviti
niz?

Slika 7. PloCe sa “stranicom” od 2, 3 i 4 Sesterokuta

Zadatak. Pogledaj koliko je Celija na prikazanim
plo¢ama i odredi koliko ih se nalazi na plocama sa
“stranicom” od 5 i 6 sesterokuta.

Mnogo je nacina kako od jedne plo¢e moze nas-
tati druga. Jedan od njih je postavijanje vecih
“Sesterokutnih prstenova” oko prethodne ploce. S
pomocu prstenova moze se odgovoriti i na drugo
pitanje. Sa svakim novim prstenom broj ¢elija na
svakoj stranici ploce povecava se za 1 (tj. ukupno
za 6 novih Sesterokuta). To znaci da se obodni pr-
sten ploce sa “stranicom” od triju Sesterokuta sas-
toji od 6+6 ¢elija, odnosno da je ukupan broj ¢elija
na toj plo¢i 7 + (6 + 6) = 19.

Broj ¢elija ploce sa “stranicom” od 4 Ses-
terokuta je 19 + (6 + 6 + 6) = 37, 0d 5
Sesterokuta je 37+ (6+6+6+6) =61, a
od 6 Sesterokuta je 61+ (6+6+6+6+6) =
91.

Zapazanije takvih pravilnosti razvija induktivno mislje-

nje. Tako se u vi§im razredima moze izracunati broj

¢elija na ploci sa “stranicom” od n ¢elija (n je pozi-

tivan cijeli broj):

146+ (6+6)+ (6+6+6)+...+(n—1)6
=14+1:64+2-6+...4+(n—1)6
=1+6(1+2+...4+n—-1)

141
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Slika 8. Zadatak iz madarskog ¢asopisa KOMAL

Izvor: http://www.komal.hu/verseny/feladat.cgi?a=feladat&f=C1199&1=hu

Sljededi zadatak na ovu temu nedavno je izasao u
sklopu natjecanja za srednjoskolce u madarskom
Casopisu “Komal”.

Zadatak. Na gornjoj slici prikazan je niz uzoraka
nacinjenih od Sesterokuta. Broj tamnih sesterokuta
jeredom 1, 6, 13, 24, 37. Zsofi (madarsko ime za
djevojku) je dokazala da je broj tamnih Sesterokuta
na uzorcima pod neparnim rednim brojevima kva-
dratna funkcifa. Koliko tamnih Sesterokuta ima na
uzorku pod rednim brojem 99?7

Zsofi se u rjeavanju koristila jednadzbom ax? +
bx + ¢ = f(x), koja se takoder moze naci na
spomenutoj mreznoj stranici. Ako je f (1) = 1,
f(3) =13, f(5) = 37, onda nakon uvr§tavanja u
jednadZbu slijedi:
a+b+c=1
9a+3b+c=13
25a + 5b + ¢ = 37.

Odavde se izracuna da je a = 1.5, b = 0,
c = —0.5.

Stoga je f (n) = 1.5n> — 0.5, iz ¢ega dobijemo da
jef(99) = 1.5-992 — 0.5 = 14701,

Zadatak se moze rijesiti i na drugi nacin, uz prim-
jenu ranije spomenutog rieSenja zadatka o broju
¢elija na ploc¢i sa “stranicom” od n Sesterokuta:
14+ 3n(n—1) =f(n). Zbrojmo li

f(99) = f(98) +f(97) —f(96) + ... +f(1),

dobit ¢emo broj zatamnjenih Sesterokuta na ploci
sa “stranicom” duljine 99 ¢elija. Ako raspiSemo
izraz

14+3-992-3.99 —(1+3-98> —3.98)
+(143-972=3-97)— ... +(14+3 - 1?3 - 1),

dobivamo

14+3(992 9824972 —96+ . .. +32—22+1%)
~3(99—98+97—96...+3—2+1).

Tako je

3(1974+193+ ... +945+1)—3(49 - 14+1)+1
= 14850 — 150 + 1 = 14701,

Sto je toCan rezultat.

U sliede¢em zadatku o plo¢ama sastavljenim od
Sesterokuta obradit ¢emo jo$ jednu temu — pop-
lo¢avanije.

Zadatak. Sesterokutne plode prikazane na slici 7
pokusaj poplociti plodicama dimenzije 1 x 3, od-
nosno sastavljenim od triju Sesterokuta kao na slici

| 900

Slika 9. Plocica dimenzije 1 x 3

Lako je uvidjeti da je takav zadatak nemoguce ri-
jesiti. To ne vrijedi samo za slucajeve sa slike 7,
nego i opcenito jer je broj Sesterokuta na ploc¢i sa
“stranicom” duljine n éelija jednak 1 + 3n(n — 1)
tako da jedan Sesterokut uvijek ostaje nepokriven.
No, ucenici u osnovnoj skoli mogu eksperimentirati
i sami otkriti i zakljuciti da je oblaganje nemoguce.
Sada se namece sljedece pitanje za ucenike: ako
iz ploce izostavimo srediSnju Celiju, kako se moZe
obloZiti ostatak ploce?

Cak i mladi uéenici mogu pronaéi riesenje i poka-
zati ga na plocCi. Primjerice ovako:
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Slika 10. Poplo¢avanje modificirane ploce

Pri razradi ove teme moZe se iskazati i sliedeci te-
orem:

Teorem. Nakon sto joj uklonimo sredisnju (za-
tamnjenu) celiju, plocu sa “stranicama” duljine n
Sesterokuta mozZemo obloZiti ploCicama dimenzije
1 X m. Tada vrijedin = mq ilin = mq + 1, gdje su
m,n,q > 1 prirodni brojevi.

Na slici 11 dokaz je prikazan zorno (Ambrus, 1996.)
Celija u sredini je zatamnjena, dakle radi se o po-
ploCavanju samo “svijetlih” ¢elija. Na slici su pri-
kazana oba tipa plo¢a iz iskaza teorema. Slika 10
daje primjere zan = 3 i n = 4 koji se onda mogu

Slika 11. Dokaz tvrdnje

poopciti. Svaka od plo¢a sa slike 11 podijeljena je
natri “romba”. Ta podjela, primjerice, moZze biti tak-
va da se svaki “red” poploci plo¢icama dimenzije
1 xm. Na desnoj ploci sa slike 11, zbog povecanja
duljine “stranice” ploce za jednu ¢eliju, pojavio se
dodatan dio. To je ploCica duljine mq koja se moze
poploditi osnovnom plogicom duljine m.

Prisjetimo se analogije sa Sahovskom plo¢om i po-
kuSajmo oboijiti plo¢u sastavljenu od Sesterokuta.
To se moze napraviti najmanije trima razli¢itim bo-
jama, kao $to se vidi na slici 12,

Slika 12. Obojena plo¢a od Sesterokuta

Sliede¢a analogija sa Sahovskom (kvadratnom)
plo¢om moze biti magiéni Sesterokut, koji nudi raz-
ne mogucénosti za sastavljanje zadataka.

U nastavi matematike vazno je koristiti zadatke na
temelju realnih situacija, jer istrazivanja i testovi (pri-
mijerice PISA) pokazuju da tradicionalni model nas-
tave sa zadatcima zatvorenog tipa ne ispunjava
ocCekivanja danasnjice. Znanja stec¢ena na takav
nacin Cesto nisu primjenjiva nigdje, osim na satu
matematike.

Za kraj cemo opisati prednosti koriStenja zadataka
koji su bliski realnim situacijama:

e matematika se pokazuje kao pomo¢ u boliem
razumijevanju svijeta

e zadatci pomazu u ucenju matematike (maotivaci-
ja, ucenje apstraktnog misljenja, razumijevanie,
ucvrséivanje naucenog)

e jaCaju pozitivan stav prema matematici

e pruzaju ucenicima mogucénost za samostalni,
kreativni rad i priliku za razvijanje svojih spo-
sobnosti rjieSavanija problema/problemskog raz-
misljanja.

mnAS
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e priradu s takvim zadatcima moze se ¢esée uvi-
djeti povezanost tema u matematici s drugim
predmetima

e razvijaju razliite matematicke i nematematicke
kompetencije, odgovaraju¢i nacin mislienja i
stvaraju pravu sliku o matematici u kojoj je:

matematicki sadrzaj vazniji od formalizma

matematicko razmisljanje u najmanju ruku
jednako vazno kao i ispravan rezultat

dobro znanje matematike ne znaci “nepog-
reSivost” nego dobro baratanje matemati-
kom

oboje je vazno: koncipiranje misli i kriticko
promisljanje istih

znanje matematike nije konaCan proizvod ne-
go se uvijek nadograduje.

Pcele su tema koja se uvijek moze proSirivati i sluzi
kao primjer kako se stvari i teme iz svakodnevice
mogu matematic¢ki promatrati i koristiti u Skolskoj
nastavi.
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Zivotinje i geometrijske
skulpture od papira

Brazilski dizajneri Caro Sivero i Juan Eli-
zalde iz studija Guardabosques osmislili
su i izraduju skulpture Zivotinja od papira.
Geometrijska tijela dobivena na taj nacin
omedena su plohama sastavljenim od jed-
nostavnih geometrijskih likova, poput troku-
ta i Cetverokuta. 1z tog su razloga takve
skulpture nazvane “geometrijske Zivotinjske
skulpture od papira” (engl. geometric paper
animal sculptures). Nacinjene su od papirau
bojii promisljene do detalja. Kolekcija sadrzi
mnoge Zivotinje, poput tigra, lisice, medvje-
da te raznih vrsta ptica. Slike pogledajte na:
http://cargocollective.com/
guardabosques

broj 76 / godina 16. / listopad 2014.




