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Kombinatorni dokazi

malog Fermatova | Wilsonova teorema

Borka Jadrijevi¢ i Fani Rozi¢, Split

Mozda najpoznatije tvrdnje koje govore o svojstvima
prostih brojeva su mali Fermatov teorem i Wilsonov
teorem. Wilsonov teorem kaze da je, u sluCaju
kada je p prost, ostatak pri dijeljenju (p — 1)!'s

p jednak —1. lli, zapisano koriste¢i kongruencije

(p —1)! = —1(modp). Mali Fermatov teorem
govori o prostim potencijama cijelih brojeva. Naime, on

tvrdi: ako je p prost, tada n” i n imaju isti ostatak pri
dijelienju s p za svaki cijeli broj n, tj. ”” = n (modp).

Gornje tvrdnje imaju veliku teorijsku, ali i prakti¢nu
primjenu. Primjerice, mali Fermatov teorem koristi
se kao osnova za neke testove prostosti, a upravo
brzi algoritmi za testiranje prostosti imaju vaznu pri-
mijenu u kriptografiji — matematic¢koj disciplini koja
se bavi zastitom tajnosti podataka.

Mali Fermatov teorem uobli¢io je Pierre de Fermat
u jednom pismu 1640. godine, ali dokaz nije dao.
Prvi objavljeni dokaz ovog teorema dao je Euler
1736. godine. Medutim, izgleda da je Leibnizimao
dokaz jo$ 1689. god., ali ga nije objavio.

Arapski matematicar, lbn al-Haytham (965.—1040.)
znan kao Alhazen, rjeSavajuci razne probleme s
kongruencijama koristio je svojstvo prostih brojeva
koje mi danas nazivamo Wilsonov teorem. Sam
teorem pripisuje se Sir Johnu Wilsonu, studentu
Edwarda Waringa. Teorem je Waring objavio 1770.
godine, premda ga ni on, ni Wilson nisu znali do-
kazati. Prvi poznati dokaz Wilsonova teorema dao
je Lagrange 1771. godine. Leibniz je izgleda znao
i za ovu tvrdnju jo§ 1683. godine ali, sli¢no kao i
dokaz malog Fermatova teorema, nije ju objavio.

Danas postoje desetci raznovrsnih dokaza spome-
nutih teorema, ali su mozda najatraktivniji dokazi,
koji traZe najmanje matemati¢ke pozadine, upravo
kombinatorni dokazi koje ¢emo ovdje prezentira-
ti. Osnova tih dokaza je prebrojavanje kona¢nog
skupa objekata na dva razli¢ita nacina.

Dokaz malog Fermatova
teorema prebrojavanjem
narukvica

U iskazu malog Fermatova teorema, zbog prirode
dokaza, pretpostavit ¢emo da je n prirodan broj.
Kada dokazemo da tvrdnja vrijedi za svaki priro-
dan broj n, vrlo lako se vidi da tvrdnja vrijedi i za
svaki cijeli broj n.

Teorem 1. (mali Fermatov teorem) Neka je p prost
broj i n prirodan broj, tada p | (n? — n).

Ocito, tvrdnja vrijedi za n = 1, pa promatrajmo
sluéaj n > 2. Pretpostavimo da Zelimo formira-
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ti nizove s p obojanih perlica i da imamo dovoljno
perlica tako da mozemo neograniceno koristiti sva-
ku od mogucih n boja. Pitamo se, koliko razli¢itih
nizova mozemo dobiti? Koriste¢i jedan od osnov-
nih principa prebrojavanja tzv. produkino pravilo,
zakljuCujemo da je to n” jer za svaku perlicu ima-
mo na raspolaganju n boja, a niz nam se sastoji od
p perlica. Slika 1. ilustrira sluCaj kada je n = 3 i

141 488 331
388 gt
5

Od n” dobivenih nizova, to¢no njih n ima sve per-
lice u istoj boji (na slici 1 to su nizovi u zadnjoj
grupi). Stavimo te nizove na stranu, a od svakog
od preostalih n” — n raznobojnih nizova napravi-
mo narukvicu na nacin koji je ilustriran na slici 2,
tj. spojimo njihove krajeve kako bismo dobili isto
toliko narukvica.

R

Slika 2.

Uzmimo sada neki niz perlica i perlicu s vrha tog
niza prebacimo na dno, a ostale perlice pomakni-
mo za jedno mjesto gore. Ovim pomakom perlica
dobili smo novi niz perlica, a da pritom nismo pro-
mijenili izgled narukvice.

Zaslutajn = 3ip = 3, imamon’ —n = 24
razliCita raznobojna niza. Ove nizove mozemo po-
dijeliti u 8 grupa po 3 niza tako da su u svakoj grupi
nizovi dobiveni jedan iz drugog koriste¢i jedan ili
vi§e ovakvih pomaka perlica (vidjeti prvih 8 grupa
na slici 1). Svakoj od ovih 8 grupa odgovara to¢no
jedna narukvica (slika 3).
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Slika 3.

Pogledajmo opéenito. Zelimo n? — n razligitih raz-
nobojnih nizova perlica podijeliti u grupe tako da
svakom nizu u danoj grupi odgovara ista narukvi-
ca. Pitamo se koliko nizova perlica ima u svakoj
grupi? Neka je k najmaniji broj opisanih pomaka
koje moZemo primijeniti na niz od p perlica dok ne
dobijemo pocetni raspored boja. Naravno da je
k > 1 jer smo jednobojne nizove stavili na stra-
nu. Uoc¢imo da ¢emo nakon 2k pomaka ponovno
dobiti pocetni raspored boja. Isto tako i nakon 3k
pomaka, 4k pomaka, itd. Po Euklidovojlemi o dije-
lienju, postoje jedinstveni nenegativni cijeli brojevi
hirtakvidaje

p=hk+r, 0<r<k.

Budu¢i da dobivamo isti raspored boja nakon hk
pomaka te takoder nakon p pomaka (zato Sto
se nakon p pomaka sve perlice nalaze u prvobit-
nom polozaju), potrebno je to¢no r pomaka nakon
hk-tog pomaka da bismo dobili poCetni raspored
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boja. Kako je r < k, a k je najmaniji broj potrebnih
pomaka da bismo dobili pocetni raspored boja, vi-
dimo da r mora biti jednak 0. Dakle, p = hk, $to
poviaCi k = p jer je k > 1 i p je prost. Stoga,
postoji to€no p razli¢itih nizova perlica koji daju istu
narukvicu. U skladu s tim n” —n nizova razdvajamo
u grupe od po p nizova, tako da svaki niz iz te gru-
pe daje istu narukvicu i tako da razliCitim grupama
odgovaraju razlicite narukvice. Prema tome, broj
razliCitih narukvica N pomnozen s p daje ukupan
broj razli¢itih raznobojnih nizova, tj. pN = n” — n,
atoznacida
p ‘ (np - n)a

Sto je tvrdnja malog Fermatova teorema.

Kako smo pokazali da tvrdnja vrijedi za sve prirodne
brojeve nibuduc¢idaje zan = 0 ocito zadovoljena,
preostaje nam dokazati da vrijedii za sve negativne
cijele brojeve. Uocimo prvo da su svi prosti brojevi
p, osim p = 2, neparni te da se svaki negativni
cijeli broj moze zapisati u obliku —n, gdje je n neki
prirodan broj. Ako je p neparan prost broj, onda je
(—n)’ — (—n) = —(n” — n) patvrdnja vrijedi i za
negativne cijele brojeve jer znamo dap | (n” — n)
ako je n prirodan broj. Za p = 2 tvrdnja takoder
vrijedi jer 2 dijeli (—n)* — (—=n) = n(n+ 1) jer je
jedan od uzastopnih brojeva nin + 1 paran.

Dokaz Wilsonova teorema
prebrojavanjem zvjezdastih
mnogokuta

Dokaz Wilsonova teorema koji ¢emo sada dati,
pojavio se oko 1930. godine u jednom ruskom
Gasopisu, a bio je potpisan s A. B. (Moskva). Autor
je taj dokaz predstavio kao geometrijski, premda
bi se, prema danasnjim kriterijima, on ubrajao u
kombinatorne dokaze.

Teorem 2. (Wilsonov teorem) Ako je p prost broj,
tadap | ((p—1)!+1).

Ako je p = 2, tvrdnja je o€ita. Stoga, pretpos-
tavimo da je p neparan prost broj. Promotrimo p

&
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to¢aka na kruznici koje su rasporedene tako da je
dijele na p lukova jednake duljine. Koliko mno-
gokuta mozemo dobiti spajanjem ovih to¢aka, pri
¢emu je krizanje stranica takoder dopusteno? Ova-
ko dobivene mnogokute nazivamo zvjezdastim p-
mnogokutima jer su njihovi vrhovi zapravo vrhovi
praviinog (konveksnog) mnogokuta s p stranica.
Prema produktnom pravilu, mogli bismo pomisliti
kako imamo p! razli¢itih zvjezdastih p-mnogokuta
jer se prvi vrh moze odabrati na p nacina, drugi vrh
na p — 1 nacina i tako dalje. Medutim, uo€imo da
svaki zvjezdasti p-mnogokut mozemo opisati na 2p
razli¢itih nacina i to polazeci od bilo kojeg od njego-
vih p vrhova odabiruc¢i jednu ili drugu stranicu iz tog
vrha kao pocetnu stranicu. Stoga stvarno imamo
p!/2p razli¢itih zvjezdastih p-mnogokuta. Pojasni-
mo to za sluCaj p = 5. Slika 4 prikazuje svih 12
zvjezdastih peterokuta.

3z
O
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Ako vrhove zvjezdastih peterokuta na slici 4 oz-
nacimo redom (u pozitivnom smijeru) poc¢evsi od
najdesnijeg s 1,2,...,5, tada svaki peterokut
mozemo opisati na 2p = 10 nacina, tj. s 10 raz-
licitih uredenih petorki. Primjerice, prvi peterokut u
prvom redu na slici 4 mozemo opisati petorkama

12354 23541 35412 45321 53214
14532 21453 32145 41235 54123 °

Slika 4.

Ovdije npr. 35412 znadi da smo krenuli od vrha 3 i
odabrali stranicu koja taj vrh spaja s vchom 5. Pre-
ostala tri ¢lana petorke jedinstveno su odredena
odabranim peterokutom.

77



viSe nego u udzbeniku

78

Od p!/2p razlicitih zviezdastih p-mnogokuta, toéno
njih (p—1)/2 ostaje neizmijenjeno rotacijom za kut
od 27 /p radijana. Ovakvi p-mnogokuti nazivaju se
pravilni zvjezdasti p-mnogokuti jer su to “zvijezde”,
kod Kkojih svaki od p vrhova ima isti pripadni kut
(2k+ 1)m/p, gdieje 0 < k < (p — 1)/2. Dakle,
u sluéaju p = 5, imamo dva takva pravilna pete-
rokuta, a prikazani su na slici 4 u trecem redu. U
slu¢aju p = 13, imamo to¢no 6 pravilnih zvjezdas-
tih trinaesterokuta (slika 5).

Slika 5.

Odvojimo pravilne zviezdaste p-mnogokute, a pre-
ostalinp!/2p — (p— 1) /2 nepravilnih p-mnogokuta
razvrstajmo u skupove tako da se ¢lanovi svakog
od tih skupova mogu dobiti od jednog ¢lana ko-
riste¢i uzastopnu rotaciju za kut od 27t /p. Pitamo
se koliko svaki od tih skupova ima elemenata? U
sluCaju p = 5, imamo dva takva skupa po 5 razlici-
tih peterokuta (to su peterokuti u prvom, odnosno
drugom redu na slici 4). Opcenito, svaki od tih sku-
pova ima p elemenata. Kako bismo pokazali da se
u svakom skupu zaista nalazi p elemenata, koristi-
mo istu metodu kao i kod dokaza malog Fermatova
teorema gdje smo pokazali da svakoj narukvici pri-
pada p razli¢itih nizova po p perlica. Ovdje, jedna

rotacija p-mnogokuta za kut od 27 /p radijana od-
govara jednom pomaku perlica u nizu. Stoga je
ukupan broj ovih skupova

' _p=l
P 2

(S1hS)

p-1)'=p+1
p 2p '

Ovo poviatidap | ((p— 1)! —p+ 1) $to vrijedi
ako i samo ako

pl(p=1+1)

a to je upravo tvrdnja Wilsonova teorema.

Vrijede li obrati Wilsonova i
malog Fermatova teorema i
zasto je to vazno?

Kao S$to smo vec rekli, kriptografija je matematicka
disciplina koja se bavi zastitom tajnosti podataka.
Ona ima dugu i zanimljivu, a ponekad i tajnovitu
pro$lost. Danas, kad drustvo ovisi o informacijama
u elektroni¢kom obliku, uz problem zastite tajnosti
podataka javljaju se i jo$ neki dodatni problemi kao
§to su: zastita od neovlastene promjene podataka,
zastita od laznog predstavljanja, itd. Te probleme
rieSava tzv. kriptografija javnog kiju¢a. U konstruk-
ciji vecine kriptosustava s javnim klju¢em krece se
od jednog ili vie velikin prostih brojeva. Dakle,
vazno pitanje je kako za dani prirodan broj odrediti
je li prost ili je slozen. Za to koristimo tzv. testove
prostosti. To su kriteriji koje broj p mora zadovoljiti
da bi bio prost. Razlikujemo testove koji dokazu-
ju prostost i vjerojatnosne testove prostosti. Kod
testova za dokazivanje prostosti imamo sljedece:
ako p ne zadovolji neki od zadanih kriterija, onda
je sigurno slozen, a ako ih sve zadovolji, onda je
sigurno prost. S druge strane, kod vjerojatnosnih
testova prostosti imamo: ako p ne zadovolji neki od
zadanih kriterija, onda je sigurno slozen, a ako ih
sve zadovolji, onda je “vierojatno prost”, §to znadi
da je vrlo velika vjerojatnost da je p prost. Vazno
je napomenuti da se u praksi koriste vjerojatnosni
testovi jer su puno brzi od svih poznatih metoda za
dokazivanje prostosti.
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Budu¢i da Wilsonov i mali Fermatov teorem govo-
re 0 nekim svojstvima prostih brojeva, pogledajmo
mozemo li ih iskoristiti za testiranje prostosti. Prvo
moramo utvrditi vrijede li njihovi obrati.

Lako se pokaze da za sve slozene prirodne bro-
jeve m > 4 vrijedi m | (m — 1)!, $to poviaci
mft ((m—1)!'+1). Kako je to odito i zam = 4,
onda za sve slozene prirodne brojeve m imamo
m4 ((m — 1)!'+ 1). Ovo znaci da ako za prirodan
broj p veéi od 1 vrijedi p | ((p — 1)! + 1), onda
mozemo zakljuCiti da je p prost. Prema tome, vrije-
diijaci oblik Wilsonova teorema:

Teorem 3. (Wilsonov teorem) Neka je p prirodan
broj veci od 1. Tada je p prost ako i samo ako

pl{lp=D!+1)

Dakle, Wilsonov teorem u potpunosti karakterizira
proste brojeve. Drugimrije¢imato je test za dokazi-
vanje prostosti, odnosno on nam daje kriterij kako
utvrditi je li neki prirodan broj prost ili je slozen.
Medutim, ovaj je lijepi rezultat uglavnom od teoret-
ske vaZnosti jer se (p—1)! “sporo” raduna za velike
brojeve p, atime i provierava je lip | ((p—1)!41).

S druge strane, lako je vidjeti da obrat malog Fer-
matova teorema opcéenito ne vrijedi. Primjerice,
broj 341 = 11 - 31 je slozen i vrijedi

341 | (2 -2).

Ovo nam govori da postoje i slozeni brojevi p koji
zadovoljavaju svojstvo

pl (" —n)

za neki (pa ¢ak i za svaki) prirodan broj n. Ogito,
ovo svojstvo je vazno svojstvo prostih brojeva, ali
ne karakterizira proste brojeve. Medutim, postoje
vrlo efikasne metode za provjeru ovog svojstva, pa
se ono koristi kao osnova za neke vjerojatnosne
testove prostosti.

Kazemo da je sloZen broj m pseudoprost u bazi b
(krace: m je psp(b)) ako
m | (b™ —b). (1)

Ocito je broj 341 pseudoprost u bazi 2, tj. 341
je psp(2). Postojanje pseudoprostih brojeva nam

pokazuje da testiranje samo s jednom bazom nije
dovoljno da bismo zakljucili da je broj prost. Zato
mozemo pokuSati kombinirati viSe baza. Primijeri-
ce, broj 341 nije psp(3) jer

3414 (3% - 3). (2)

Iz (2) slijedi da 341 nije prost, pa mozemo recida je
baza b = 3 svjedok sloZenosti broja 341. Mogli bi-
smo zakljuciti: ako broj m zadovoljava svojstvo (1)
za “dovoljan” broj baza b, onda je vjerojatno prost.
No, primjerice, broj561 = 3-11-17 je pseudoprost
u svakoj bazi b. Takvi se brojevi nazivaju Carmicha-
elovi brojevi. Postojanje Carmichaelovih brojeva
pokazuje vazan nedostatak testiranja prostosti na
osnovi malog Fermatova teorema. No, malim mo-
dificiranjem testa taj se nedostatak moze ukloniti.
Ta modifikacija osnova je za tzv. Miller-Rabinov test
prostosti, Ako m prode taj test za k baza b, onda je
vjerojatnost da je m slozen < ﬁ. Npr.zak = 20 je
vjerojatnost da je m sloZen manja od 10~'2. Tako
dobiveni “vjerojatno prosti brojevi” nazivaju se joS i
industrijski prosti brojevi.
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