Amalija Zakelj, Ljubljana

U tekstu ¢e biti predstavljeno
matematicko modeliranje

u poucavanju matematike.
UsredotoCili smo se na em-
pirijski pristup u odredivanju
veze izmedu vrijednosti na
temelju prikupljenih podataka
sa i bez upotrebe racunala,
odnosno koriste¢i analitiCki
pristup.

Uvod

Matematicko modeliranje u Skoli primjer je integrira-
nog ucenja koje je utkano u opce ciljeve i kompe-
tencije predmeta matematike (Zakelj idr, 2011.),
u prirodoslovno-matematicke sposobnosti za raz-
voj kompleksnog mislienja, u procesna znanja, u
aktivnosti za razvoj medupredmetnih veza kao i u
aktivnosti za razvoj kompetencija.

Matemati¢ko modeliranje je pronalazenje i testira-
nje matematickog prikaza (modela) za neki realan
objekt ili proces. U odabrane situacije unosimo
nacela i principe matematike i tako prevodimo real-
nost u matemati¢ku okolinu. Npr. rast stanovnistva
modeliramo eksponencijalnom funkcijom. Neka
snizenja vrijednosti robe na trZistu (npr. sa sta-
ro$¢u se vrijednosti automobila i stanova smanju-
ju) mozemo prikazati eksponencijalnim padom, a

mnis

Modeliranje
U nastavi matematike

razmnozavanje bakterija modeliramo eksponenci-
jalnim rastom. Modeliranje pretpostavlja poznava-
nje modeliranih pojava (recimo fizikalnih zakona),
matematickih alata, tehnika modeliranja i kriti¢nosti
kod upotrebe modela (Zakelj, 2010.). Kod sastav-
ljanja matematickog modela postujemo fizikalne ili
neke druge zakone, npr. u drustvenim znanostima.

Posebno trebamo biti pazljivi kod matematickin
modela u drustvenim znanostima jer je ljudsko
drustvo prili¢no nepredvidivo, a lako je moguce da
iza modela stoje i odredeni interesi. Slabi nam
modeli lako mogu dati krive ili pak obmanjujuce
rezultate. Sjetimo se engleskog ekonomista Tho-
masa R. Malthusa. On je 1800. godine pravilno
ustanovio da stanovniStvo raste eksponencijalno,
u SAD-u brze nego u industrijaliziranim europskim
drzavama. No, u njegovom su se modelu sred-
stva za preZivljavanje povecavala tek kao linearna
funkcija vremena. S vremenom bi na svakoga sta-
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novnika doslo sve manje hrane. Zbog toga bi glad,
rat i bolest ogranicili rast stanovnistva. Drugi nacin
za zaustavljanje rasta stanovnistva Malthus je vidio
u porocima, siromastvu ili pak odrzivosti. Poduzet-
nici, koji su minimalno pla¢ali radnike, u toj su teoriji
nasli odlicno opravdanje. Kad bi bili blagonakloni
(odnosno kad bi vie radnicima davali), po Malthu-
su bi samo nekontrolirano rastao broj stanovnika
(Legisa, 2003.).

Modeliranje je ciklicki proces. Koraci matemati¢kog
modeliranja su:

razumijevanje procesa i identificiranje problema
oblikovanje pretpostavki i matemati¢ka formula-
cija:
identificiranje i klasificiranje varijabli
pronalazenje veze izmedu varijabli i po-
moc¢nih modela
postavljanje modela / rieSavanje modela
odredivanje valjanosti modela:
Odnosi li se model na problem?
Je limodel smislen?

isprobavanje modela s pomocu realnih po-
dataka

upotreba (implementacija) modela / interpreta-
cija modela

poboljSavanje modela.

Kod modeliranja realnih situacija vrijedi pravilo da
je lako moguce vise riesenja (modela), ni jedan mo-
del nije sasvim ispravan, moguce je da je manje ili
viSe prikladan.

Zanima nas kako se s godinama mijenja vrijednost
automobila. Skupili smo podatke o promijeni cijena
za starije automobile marke XXS (tablica 1).

Starost Cijena
automobila XXS automobila XXS
(ugodinama)  (u tisuéama €)

1 9.0
2 7.7
3 5.6
4 49
5 37
6 47
7 3.4
8 3.3
9 2.8
10 35
11 2.4
12 2.4
13 22
14 2.0
15 2.1
16 2.0
17 1.9
18 1.9

Postavljanje modela upotrebom open source pro-
grama Graph (Repolsk, 2010.):

Prikazujemo dane podatke kao toCke u koordi-
natnom sustavu (slika 1);

Potrazimo i isprobajmo nekoliko primjera grafo-
va funkcija koje modeliraju dane podatke (npr.
za linearnu, kvadratnu i eksponencijalnu funkci-
ju—slike 2, 31i4);

Sto na temelju podataka i modela mozemo za-
kljuCiti o vrijednosti automobila kroz godine?
Kako bismo mogli provijeriti to¢nost izabranog
modela?
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Slika 3. Graf kvadratne funkcije
f(x) = 0.0337x* — 0.975x + 8.9
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Slika 4. Graf eksponencijalne funkcije
fx) = 10617 - x= 0%

Ako usporedujemo modelne funkcije pre-
ma odgovaranju njihovih grafova i empirij-
ski dobivenih podataka, mozemo reci da su
na danom podrucju svi modeli primjereni,
pri ¢emu je nekoliko to¢nih modela kvad-
ratne i eksponencijalne funkcije. Za oda-
bir najprimjerenije modelne funkcije mora-
mo postivati kontekst (realisticnu situaci-
ju). Uz zajedniCko razmatranje konteks-
ta i dobivenih podataka mozemo oblikovati
zakljuCak da cijena najvise pada u prvim
godinama, a kasnije sve manje. Takoder,
mozemo zakljuciti da cijena automobila ni-
kada nece biti jednaka 0, zato linearni mo-
del otpada. Isto tako, za ovaj zadatak ni-
je vjerojatno da bi s godinama cijena ras-
la (ako zanemarimo vrijednost zaista starih
automobila), zato otpada i model kvadrat-
ne funkcije. Zato kao najrealisti¢niji osta-
je model eksponencijalne funkcije f (x) =
10.617 - x~9-3%9,

Primjer 2. Analiticko pronalazenje line-
arne ovisnosti izmedu vrijec
melju danih podat:
'\_,[sf

inosti na te-
ka (empirijski pris-

Kino Kolosej ima na internetu objavljen cje-
nik za kinoprojekcije u kalendarskoj godini.
Nude dvije moguénosti pla¢anja.
Ponuda A: cijena za kinopredstavu: 1.5 €
po predstavi.
Ponuda B: 2 € za godi$nju ¢lanarinu i
1.3 € po predstavi.
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Marko je usporedivao obje po-
nude. U kalendarskoj godini namjerava jedanput
mjesecno gledatiizabranu kinopredstavu. Koja po-
nuda je za njega cjenovno prihvatljivija?

Ponuda A: Za 12 predstava: 12-1.5€ = 18 €

Ponuda B: Za 12 predstava: 2 4+ 12 - 1.3 € =
17.6 €

RjeSenje i odluka: Za Marka je jeftinija ponuda B.

Ponudu prikazujemo mate-
matickim modelom. Za ponude A i B modeliramo
promjenu iznosa koji ovisi o broju pla¢enih ulazni-
ca s obzirom na druge podatke (npr. ¢lanarinu kod
ponude B).

Oblikovanje pretpostavki i matematicka
formulacija

Odlu¢imo se za analiti¢ki pristup procjene
linearnog odnosa medu veli¢inama (tablica
2), gdje je

A x)=flx+1)=f(x)

Ag(x) = glx + 1) — g(x).

Zaklju¢ujemo da je Af (x) = 1.51 Ag(x) = 1.3 za
svaki x. Kako su Af (x) i Ag(x) konstantne i raz-
licite od 0, podatke mozemo modelirati linearnom
funkcijom.

Postavljanje modela

KoristeCi podatke u tablici oblikujemo modelne
funkcijef (x) = 1.5xzaponuduAig(x) = 1.3x+2
za ponudu B. Analiti¢ki dobivene funkcije moguce
je usporedivati s funkcijama, ¢ije nam grafove na
temelju danih podataka izraCuna i nacrta program
Graph (slika 5).

Broj Iznos (U €) Iznos (u €)
ulaznica za ponudu A za ponudu B
X f() Af (x) g(x) Ag(x)
0 0 1.5 2 1.3
1 1.5 1.5 8.3 1.3
2 3.0 1.5 4.6 1.3
3 4.5 1.5 59 1.3
4 6.0 1.5 7.2 1.3
5 7.8 15 8.5 1.9
6 9.0 1.5 9.8 1.3
7 10.5 15 11.1 1.3
8 12.0 1.5 12.4 1.8
9 135 1.5 13.7 1.3
10 15.0 1.5 15.0 1.9
1 16.5 1.5 16.3 1.3
12 18.0 15 17.6 1.3
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Slika 5. Grafovi funkcija
f(x) = 15x i gx) = 1.3x +2

Valjanost modela

S matemati¢kog stanovista provjeravamo korekt-
nost modelnih funkcija. Njenu upotrebu mozemo
testirati na raznim primjerima. No, potpuno drukcije
je kada testiramo valjanost modela sa stanovista
realisti¢ne situacije. Cesto se dobiva da upotreba
modela nije “Cista” poput matematike. | u danom
primjeru, koji je vrlo jednostavan, moZze nastati pro-
blem ako je Kolosej zatvoren zbog nepredvidenih
renoviranja ili ako Marko ne moze svaki mjesec u
kino zbog neocekivanih obveza. To samo znaci
da matematicki model ne mora ukljuciti sve okol-
nosti koje se mogu dogoditi u realnoj situaciji. Za-
to interpretacija o valjanosti modela sa stanovista
realne situacije nije tako jednostavna. S druge
strane, upotrebom matemati¢kin modela mozemo
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do¢i do novih rezultata kod svake promijene po-
dataka; formule, modeli, graficki prikazi i sli¢no
imaju univerzalnu upotrebljivu vrijednost. Mar-
kov izraCun pokazuje cijenu za samo 12 ulaznica,
usporeduje rezultate s uporabom modela pa po-
kazuje da placanje po ponudi B nije uvijek jeftinije.
Pokazalo se da je npr. kod 10 prodanih ulaznica ci-
jena kod obje ponude jednaka, a za posjetu manje
od 10 predstava bolja je ponuda A. Na kraju:

o KritiCki promisljamo o granicama danog modela
o Razmislimo o pretpostavkama na temelju kojih
je nastao model

o Razmislimo o uporabi danog modela u razlicitim
situacijama.

Primjer 3. Analiticko pronalazenje eksponen-
cijalne veze medu veli¢inama na temelju pri-
kupljenih podataka (empirijski pristup)

Dijeljenje stanica (primjer eksponencijalnog rasta):
istrazivaci u laboratoriju su prouc¢avali dijeljenje sta-
nica i sakupili sliedece podatke (tablica 3).

Tablica 3. Dijeljenje stanica

Vrijeme Broj
(dani) stanica
T £(0)
3 452
4 633
5 886
6 1240
7 1736
8 2431
9 3403
10 4765
11 6670
21

a) Oblikovanje pretpostavke i matematicka formu-
lacija

Do modelne funkcije dolazimo analitickim odredi-
vanjem eksponencijalne veze izmedu veli¢ina na
temelju danih podataka. U tablici 3 dodajemo
tre¢i stupac “koeficijenti” i racunamo kvocijente
f+1)

0 (tablica 4).

Tablica 4. Dijeljenje stanica

Vrijeme Broj

(dan)  stanica Koeficijenti
o s D
[
3 452 1.4
4 633 1.4
5 886 1.4
6 1240 1.4
7 1736 1.4
8 2431 1.4
9 3403 1.4
10 4765 1.4
11 6670 1.4
b) Postavljanje modela
ft+1)

Na temelju zakljutka da su koeficijenti
f(1)

konstantni i razli¢iti od nule zaklju¢ujemo da se radi
0 eksponencijalnom modelu.

f(;(t)l) = 1.4 zasvaki t.
a=1.4

f)=k-1.4.
Iz podataka u tablici dobije se da je

452
T 143

Modelna funkcija je:

fx) =164.7 - 1.4%

k = 164.7.

Analiticki dobivenu modelnu funkciju usporedujemo
s funkcijama koje nam za dane podatke izracunava
program Graph (slika 6).
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Interpretacija rieSenja

Pri prijenosu riesenja matematickog problema u re-
alni svijet potrebno je postovati granice realnog
svijeta i kritiCki vrednovati podatke, npr. postovati
da na dijeljenje stanica utjeCu i uvjeti u laboratoriju
i sl. RjeSenje sa stanovista realne situacije moze
biti povezano s pitanjem: Koja je vaznost matema-
tickog rieSenja u smislu stvarnog razmnozavanija,
odnosno dijelienja stanica? Zaustavlja li se proces
dijeljenja i kod kojih uvjeta?

S didaktiCkog gledista proces modeliranja znaci

Npr. kod modeliranja linearne veze izmedu danih
vrijednosti promisljamo o linearnoj funkciji, kod mo-
deliranja eksponencijalne veze dublje promisljamo
o eksponencijalnoj funkciji. Kod modeliranja obli-
kujemo pretpostavke, generaliziramo, interpretira-
mo i razvijamo kriticki odnos prema vrednovanju
rezultata. Pri interpretaciji naroCito treba naglasiti
da je Cesto interpretacija rieSenja sa stanovista re-
alne situacije vrlo zahtjevna, Cesto zahtjevnija nego
interpretacija sa stanovista matematike.

Prijevod: Mateja KruSec

Slika 6. Modelna funkcija za rast stanica f (x) = 164.7 - 1.4*

1/ P Legisa: Matematika 2, DZS, Ljubljana 2003., str.
174-175.

2/ S. Repolusk: Primeri razli¢nih pristopov pri matema-
ticnem modeliranju, u S. Kmeti¢ (ur), M. Sirnik (ur.),
A. Zakelj: Matematika, Posodobitve pouka v gimnazi-
jski praksi, (Posodobitve pouka v gimnazijski praksi).
Ljubljana: Zavod RS za $olstvo, 2010., str. 81-89.

3/ A. Zakelj: Raznovrstnost pristopov k udenju in pouce-
vanju matematike, u S. Kmeti¢ (ur), M. Sirnik (ur):
Matematika, Posodobitve pouka v gimnazijski prak-
si, (Posodobitve pouka v gimnazijski praksi), Zavod
RS za Solstvo, Ljubljiana 2010., str. 15-77.

4/ A. Zakelj, A. Prin¢i¢ Rohler, Z. Perat, A. Lipovec, V.
Vrsic, B. Repovz, J. Senekovic, Z. Bregar Umek: Ucni
nacrt, program osnovna Sola, matematika, Ministrstvo
za $Solstvo in Sport: Zavod RS za Solstvo, Ljubljana
2011. http://www.mss.gov.si/fileadmin/
mss.gov.si/pageuploads/podrocje/os/
prenovljeni_UN/UN_matematika.pdf.
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