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Neke posljedice

jedne vazne trigonometrijske nejednakosti

Sefket Arslanagi¢, Sarajevo, BiH

U [1], str. 119, dokazana je vazna trigonometrijska
nejednakost koja glasi:

3
0<sina+sin[3+siny§§\/§, (1)

gdje su o, B, ¥ unutamii kutovi trokuta ABC.

U (1) vrijedi jednakost ako i samo ako je u pitanju
jednakostrani¢ni trokut, tj. o = B = v = LAY
tom dokazu se iz Cinjenice da je funkcija f (x) =
sinx; x € (0,m) zbog f"(x) = —sinx < 0;
x € (0,m) konkavna, koristi Jensenova nejed-
nakost:

a+ﬁ+y> sin o + sin 3 + sin y

sin 3 > 3 ,

g.

. . . . T
sma—l—smﬁ—|—5my§3sm§,

odnosno (zbog sin a, sin B, siny > 0; o, B,7 €

(0,7 ):
. . . 3
0<sina+sinf +siny < Eﬁ

Sada ¢emo dati nekoliko zanimljivih posljedica ne-
jednakosti (1).

Posljedica 1. U trokutu ABC vrijedi nejednakost

3
0 < sinorsin Bsiny < g\/3. (2)

Dokaz. Otigledno za o, B,y € (0,7) vrijedi
sino, sin 3, siny > 0 te sinasinfBsiny > 0.

Na osnovu nejednakosti izmedu aritmetiCke i ge-
ometrijske sredine za tri pozitivha broja, imamo:

sin +Sll3lﬁ+slny2€/m

sin o + sin  + siny
3

<= sinosinfBsiny < (

a odavde zbog (1):
sin o sin Bsiny <

).
3
sin o sin Bsiny < g\ﬁ
U (2) vrijedi jednakost ako i samo ako je ot = B =

T
Y= 3 (jednakostranicni trokut). ]

Posljedica 2. U trokutu ABC vrijedi nejednakost
3
\/sina+\/sin[3+\/siny§3‘\‘/;. 3)

Dokaz. Koristit ¢emo poznatu nejednakost izmedu
kvadratne i aritmeticke sredine:

(x4+y+2)? <3(2+y*+2): xy,zeR. (4

Stavljajuci u (4) da je x = \/sina, y = (/sinf i
z = 4/siny, dobivamo:
(Veina+ sinB + ST
< 3(sino+sinfB +siny),
tj.
Vsina + y/sin B+ \/siny
< \/3(sinc + sin B + siny),

),
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viSe nego u udzbeniku

a odavde zbog (1):

\/sina+\/sinﬁ+\/§m—y§\/§-1/§\/§,

odnosno

3
Vsina + 4/sin 8 4+ /siny <3 4\1/;7

U (8) vrijedi jednakost ako i samo ako je ot = 8 =
T
Y= 3 (jednakostrani¢ni trokut). [

Posljedica 3. U trokutu ABC vrijedi nejednakost
a+b+c§3R\/§, (5)

gdje su a, b, ¢ duljine stranica tog trokuta, a R je
radijus opisane mu kruznice.

Dokaz. Na osnovu poucka o sinusima imamo
a = 2Rsina, b = 2Rsinf3, ¢ = 2Rsiny. Sli-
jedi prema tome:

a+b+c=2R(sino +sinf + siny),
a odavde zbog (1):
a+b+c <3RV3.

U (5) vrijedi jednakost ako i samo ako je oo = B =
T
Y= 3 (jednakostraniCni trokut). [ |

Posljedica 4. U trokutu ABC vrijedi nejednakost

o B Yy 3
— — < = .
cos > cos > cos > 8\/5 (6)

Dokaz. Koristit ¢emo poznatu jednakost:

o
sin a+sin B+sin y = 4 cos — cos b cos L. (7

2 2 2
Sada iz (7) na osnovu nejednakosti (1) dobivamo
a 3v3
4 cos ) cos g cos % < T\/—’
1.
o y 3V3
= = LIS i
COSZCOSZCOSZ S 3

U (6) vrijedi jednakost ako i samo ako je o = B =

T
Y= 3 (jednakostranicni trokut). [ |

Posljedica 5. U trokutu ABC vrijedi nejednakost

1 1 1
. — +—>2V3. (8
sina  sinf3  siny

Dokaz. Na osnovu nejednakosti izmedu aritme-
tiCke | geometrijske sredine za tri pozitivna broja,
imamo:

A S N U W A R R
3\sino sinf siny/) 7\ sino sinf siny’

g,

1 1 1 1
— =t >3 .
sinog  sinf3  siny sin o sin B sin y
9
1z (2) slijed

1 8 2\’
> =|—) . 10
sinasinfsiny ~ 3,/3 ( 3) (10)
Sada iz (9) i (10) dobivamo:

1 n 1 n 1 -3 2
sine  sinf8  siny — 7 /3’

1 1 1
: : + = =
sinog  sinf3  siny

2V/3.

U (8) vrijedi jednakost ako i samo ako je o = 3
/4
=7= 3 (jednakostranicni trokut). [ |
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