Sandra Grac¢an, Zagreb

mnis

Matematika
savijanja papira

Jedan od zanimljivih naina da se u nastavu matematike ubaci element stvarnog matema-

tickog dozivljaja jest savijanje papira ili origami.

Origami (jap. Y #; oru = savijanje, kami = pa-
pir) tradicionalna je vjestina kreiranja modela od
papira. Najvjerojatnije je nastao izumom papira u
Kini oko 2. stoljeca pr. Kr., a pravi procvat dozivio
je u Japanu gdje je postao prava nacionalna um-
jetnost. Osim u Japanu, ova se vjestina pojavilaiu
drugim dijelovima svijeta, primjerice u épanjolsKoj,
pod imenom papiroflexia.

Danas postoje brojne origami tehnike. Primjerice,
tradicionalni origami zahtijeva da se svimodeli ra-
de iskljucivo od jednog komada papira kvadratnog
oblika koji se ne smije rezati niti lijepiti.

tradicionalni origami

Kruti origami (engl. rigid origami) tehnika je koja
istrazuje ideju savijanja jedne velike plohe u oblik
manije plohe na takav nacin da se savijeni model u
jednom potezu moZe razmotati u prvobitnu veliku
plohu i obratno: da se velika ploha jednostavnim
potezom savije po svojim pregibima i slozi u ma-
nji presavijeni model. Savijanje plohe dozvoljeno
je samo po zadanim pregibima, pa ova tehnika

kruti origami

moze posluziti za savijanje krutih, primjerice metal-
nih plo¢a na manje plohe. Tako su nedavno bile
sloZzene solarne ploce za japanski satelit — nakon
presavijanja transportirane su u svemir gdje su se
zatim u jednom potezu razmotale u punu Sirinu.
Ovu metodu savijanja izumio je 2006. godine ja-
panski astrofizicar Koryo Miura.
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Miura-savijanje

Paralelogrami koji definiraju pregibe imaju kutove
od 84°196°, a kako se savijaju, pogledajte na
http://en.wikipedia.org/wiki

/Miura_fold#mediaviewer/File:Miura-ori.gif.
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A danas je najpoznatiji tzv. modularni origami.
Tom se tehnikom izraduje Citav niz pojedinih dije-
lova koji se zatim bez lijeplienja spajaju da bi ob-
likovali veci i sloZeniji model. Jedan takav model
pogledajte na donjoj slici.

modularni origami

Matematika u origamiju

U kakvoj su vezi origami i matematika? Naravno,
prva asocijacija je geometrija — svima je intuitiv-
no jasno da te dvije toliko stare discipline povezuju
brojni geometrijski pojmovi. Pa ipak, matematiCari
se ozbiljno bave origamijem tek odnedavno.

Povijest

1893. g. indijac Tandalam Sundara Rao objavio je
knjigu pod naslovom Geometrijske vieZbe u savi-
janju papira. U knjizi navodi prve dokaze nekih
geometrijskih konstrukcija savijanjem papira, bavi
se pribliznom trisekcijom kuta i zaklju€uje da kons-
trukcija duzine duljine kubnog korijena nekog broja
nije moguca.

1936. godine talijanska matemati¢arka Marghari-
ta P Beloch dokazala je da se savijanjem papira
na odredeni nac¢in moze rijesiti opéa kubna jed-
nadzba. 1949. godine americki matematicar R. C.
Yeates u knjizi Geometrijske metode opisuije tri do-
zvoljene konstrukcije koje odgovaraju danasnjem
prvom, drugom i petom od sedam Huzita-Hatorinih
aksioma.

Od 1960-ih naovamo matematicari su otkrili razne
nacine uporabe origamija pri objasnjavanju brojnih
matematickih problema. Uz pitanje moze Ii se neki
ravni lik saviti na $to manju dimenziju tako da se ne
osteti, zanima ih primjerice je li moguce rjesavati
neke algebarske jednadzbe origami tehnikom. Tri-
sekcija kuta i duplikacija kocke, dva poznata ge-
ometrijska problema koja su nerjeSiva klasi¢cnom
konstrukcijom s pomoc¢u ravnala i Sestara, rjesivi
su tehnikom origamija.

Kao rezultat prouCavanja origamija kroz primjene
geometrijskih pravila, znamo kako se kvadrat moze
saviti na trec¢ine, sedmine, devetine..., a brojni te-
oremi opisuju kako se od kvadrata mogu savija-
njem dobiti neki drugi likovi: jednakostraniéni tro-
kuti, peterokuti i Sesterokuti, pa ¢ak i pravilan 19-
erokut, zlatni ili srebrni pravokutnik, itd.

Origami je ubrzo prerastao u pravu znanstvenu dis-
ciplinu pa je 1989. godine u talijanskom gradu Fer-
rari odrzan prvi medunarodni susret origami zna-
nosti i tehnologije (International Meeting of Origa-
mi Science and Technology), skup koji se od tada
odrzava svake 4. godine i koji je danas poznat kao
Medunarodna konferencija o origamiju u znanosti,
matematici i obrazovanju (International Conference
on Origami in Science, Math, and Education).

Aksiomi

Pa, zavirimo na trenutak u “origami-matematiku”,
barem u onu jednostavniju. Mozda vas je, po-
put mene, iznenadila ¢injenica da origami ima
svoj Vvlastiti skup temeljnih pretpostavki, odnosno
da se postupak savijanja papira temelji na sedam
Huzita-Hatorinih aksioma. Oni opisuju Sto se moze
konstruirati savijanjem pregiba koji nastaju prek-
lapanjem najviSe dviju toc¢aka ili dvaju pravaca.
Ove aksiome prvi je otkrio Francuz Jacques Justin
1989. godine, ali im se nije pridavalo neko ozbiljni-
je znaCenije, sve dok prvih 6 aksioma nije ponovno
objavljeno, 1991. godine, na Prvoj medunarodnoj
konferenciji 0 origamiju u obrazovanju i terapiji (The
First International Conference on Origami in Educa-
tion and Therapy). Posljednji, Aksiom 7, postavio
je Koshiro Hatori 2001. godine. Evo ih redom.
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Aksiom 1. Ako su zadane dvije tocke Ty i Ty, Aksiom 4. Ako je zadana to¢ka T i pravac p, mo-
moguce je saviti jedinstven pregib koji prolazi tim guce je saviti jedinstven pregib okomit na p koji
totkama. prolazi toCkom T.

prvi Huzita-Hatorin aksiom N ) ) . .
Cetvrti Huzita-Hatorin aksiom

Aksiom 2. Ako su zadane dvije tocke T} i T>, mo-
guce je saviti jedinstven pregib tako da tocka T}
padne na tocku T>.

Aksiom 5. Ako su zadane dvije tocke T i T3, te
pravac p, moguce je saviti pregib koji ¢e toCku T}
smijestiti na pravac p i prolaziti tockom 7.

drugi Huzita-Hatorin aksiom
peti Huzita-Hatorin aksiom
Aksiom 3. Ako su zadana dva pravca p; i pa, mo-
guce je saviti pregib tako da pravac p; padne na Aksiom 6. Ako su zadane dvije toCke T i T, i dva
pravac p;. pravca p; | p2, moguce je saviti pregib koji ¢e tocku
T, smijestitina py, a T> na py.

tre¢i Huzita-Hatorin aksiom

Sesti Huzita-Hatorin aksiom
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Aksiom 7. Ako je zadana to¢ka T i dva pravca py |
P2, moguce je saviti pregib koji ¢e tocku T smijestiti
na p; i biti okomit na ps.

sedmi Huzita-Hatorin aksiom

Teoremi

Na temelju ovih aksioma gradi se prava matema-
tiCka struktura: iskazuju se i dokazuju jednostavni-
ji teoremi i slozenije tvrdnje te se izvode origami-
-konstrukcije kojima se rjeSavaju razni geometrijski
problemi, kao $to su primjerice dijeljenje duZine na
jednake dijelove ili konstrukcija kuta od 60° — teh-
nike koje se Koriste pri izradi gotovo svakog origami
modela. Osim toga, prihvatimo li navedene aksi-
ome, sve ravninske euklidske konstrukcije mozemo
izvesti isklju¢ivo savijanjem papira.

Promotrimo, primjerice, sliede¢i poucak:

Hagin poucak. Odaberemo li na kvadratnom listu
papira to¢ku T tako da lezi na gornjoj stranici kva-
drata i savijemo papir tako da donji vrh kvadrata
padne u to¢ku P, moZzemo uociti tri sli¢na trokuta:
AA, AB i AC (vidi sliku).
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Hagin poucak

Ovaj poucak nije teSko dokazati, jer se sa slike
vidi da je 91 + 92 = 90°, 92 + 43 = 90°,
te 93 + 94 = 90°. Slijedi da je g1 = J3 i
J2 = J4, odnosno da su trokuti AA i AB sli¢ni.
Lako se pokazuje i da je AA ~ AC, pa vrijedi

AA ~ AB ~ AC.

Zahvaljuju¢i ovom poucku, moguce je stranicu kva-
drata duljine 1 podijeliti tockom T" na dva dijela ko-
ji predstavljaju bilo koji pravi razlomak, posebice
onaj s neparnim brojem u nazivniku. Ako sa x 0z-
na¢imo duljinu duzine TC, onda su duljine ostalih
duzina prikazanih na slici racionalne funkcije od x
(vidi tablicu). |DU| = 2rel Duljina |UD] je

' T 1+ Y :
racionalan broj ako i samo ako je racionalan |T'C|.

Hagin prvi pouc¢ak
|TC| |DU| |UA| |CV] |TU|
2x =g |1 =52 il =2

1+x 1+x 2 1+x
1 2 1 3 5
2 3 3 8 6
1 1 1 4 5
3 2 2 9 6
2 4 1 5 13
3 5 5 18 15
1 1 2 12 13
5 3 3 25 15

A B

Odaberemo li za todku T poloviéte duzine CD, od-
redili smo da je x = % slijedi |[DU| = % pa smo
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kao poseban slu¢aj Hagina poucka dobili postu-
pak savijanja kojim se neka duzina moze podijeliti
na tri jednaka dijela: papir kvadratnog oblika (ko-
jemu brid predstavlja zadanu duzinu) presavijemo
okomito na pola, pa razmotamo. Zatim ga presa-
vijemo tako da vrh B kvadrata padne u poloviste P
brida CD. Nakon savijanja e se bridovi AB i AD
sje¢i u tocki U koja brid AD dijeliu omjeru 1 : 2.

Dijelienje duzine na tri jednaka dijela

% se, primjerice, moze dobiti svega trima savija-

njima: najprije raspolovite stranicu kvadrata savi-
janjem na pola, a zatim dvaput primijenite Hagin
poucak.

Primjena origamija u nastavi
matematike

Origami se moze primijeniti u nastavi matematike
za vizualizaciju brojnih geometrijskih pojmova. Ori-
gamijem u matematici mozete prikazati pravce koji
se sijeku, okomitost, paralelnost, duzinu, poloviste
duzine, kut, simetralu kuta, trokut, teziSte trokuta,
konveksne poligone, pravilne poligone, presijeca-
nje ravnina, trodimenzionalnu geometriju, Platono-
va tijela i druge poliedre, sukladnost i slicnost, po-
vr§ine i volumene... Osim toga, moZete dokazivati
i neke poznate poucke, poput Pitagorina poucka,
poucka o zbroju kutova u trokutu, Talesova poucka
itd.

Prednosti origamija su brojne. Prije svega, sve
Sto vam treba su olovka, ravnalo, skare i, narav-
no, papir. Moze se koristiti bilo kakav papir, ali

proziran paus ili neki drugi vostani papir ima malu
prednost: pregibi su jasne, svjetlije linije, a pro-
zirost olaks$ava ucenicima da “vide” kako se ne-
ke tocke i pravci medusobno poklapaju. Zadat-
ci i viezbe koje mozete izvoditi s pomocu savija-
nja papira kre¢u od osnovnih geometrijskih pojmo-
va i jednostavnih savijanja koji su pogodni za rad
s osnovnoskolskom djecom, do slozenijih mate-
matiCkih objekata, poput
Sunjosjecnicailiizvodenija
nekih dokaza, koji se mo-
gu zadavati srednjoskol-
cima.

Savijanje papira vecini
uCenika moze biti vrlo za-
bavno i poti¢e pozitivne
emocije, a pritom ih navo-
di na usvajanje novih ma-
tematickih pojmova, na
uocavaje novih odnosa u
prostoru ili ravnini te na
donos$enije ispravnih zakljutaka o brojnim geome-
trijskim odnosima. Za savijanje papira ucenici ko-
riste vlastite ruke i pratec¢i odredeni niz koraka do-
bivaju zorne rezultate. Da bi rezultati bili uspjesni,
koraci se moraju provesti na to¢no opisan nacin,
¢ime se razvija spretnost i preciznost u radu.

Izradivanje origami modela prikladno je za rad u
grupama pa ¢ete uz timski rad ostvariti i socijali-
zaciju medu ucenicima. Origami moze biti i jed-
nostavan i zoran uvod i dobra prethodnica ucenju
geometrije s pomoc¢u racunala, upotrebom nekog
od softvera dinami¢ne geometrije.

lako ¢e mnogi od vas origami svrstati pod zabavnu
matematiku, za njegovu primjenu u nastavi mate-
matike treba se ozbiljno i metodiCki pripremiti. Pri-
je svega, potrebno je definirati osnovne pojmove
i ucenicima dati jasne upute. Korisno je te upute
i crteze unaprijed pripremiti da biste ih mogli po-
dijeliti u€enicima u razredu. Savijanja isprobajte i
sami, jer se moze dogoditi da neki elementi nakon
savijanja “ispadnu” s papira.
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Osnovna savijanja

Savijemo li komad papira, nacinili smo pregib jer
nakon $to izravnamo papir, na njemu ostaje nabor
u obliku ravne linije — pravca. O pregibima mozemo
govoriti kao o pravcima.

1. Pravac koji prolazi zadanom to¢kom
Oznacimo li na papiru neku tocku T, savijanjem
mozemo naciniti pregib koji prolazi tom tockom.
Odredili smo pravac koji prolazi tom tockom. A
mozemo naciniti i itav snop pravaca.

snop pravaca

2. Pravac koji prolazi dviema zadanim to¢kama
Oznacimo li na papiru dvije tocke, A i B, papir
mozemo presaviti tako da dobiveni pregib prolazi
tim dvjema to¢kama (vidi prvi Huzita-Hatorin aksi-
om).

3. Okomica na zadani pravac

Papir savijemo tako da se lijevi dio zadanog pravca
preklopi na desni dio. Tako dobiveni pregib pred-
stavlja okomicu na zadani pravac. Pregib se moze

naciniti i tako da dobivena okomica prolazi nekom
zadanom to¢kom T na zadanom pravcu ili izvan
njega (vidi Cetvrti Huzita-Hatorin aksiom). Napo-
menimo da smo time nacinili i pravi kut,

4, Simetrala duzine

Nacrtajmo na papiru duzinu AB i presavijmo papir
tako tako da se tocke A i B poklope. Nacinili smo
pregib koji predstavlja pravac jednako udaljen od
to¢aka A i B, o cemu govori drugi Huzita-Hatorin ak-
siom. ToCke A i B sumedusobno osno-simetriéne s
obzirom na pregib i zapravo smo odredili simetralu
duzine AB, atime i poloviste duzine AB.

simetrala duzine

5. Paralela

Pravac paralelan zadanom pravcu savit ¢emo tako
da najprije savijemo okomicu, a zatim okomicu na
tu okomicu. Isto se moze nadiniti uz dodatni zah-
tjev da paralela prolazi nekom zadanom tockom.
Najprije se savije okomica na zadani pravac koja
prolazi tom tockom.

okomica

paralela

broj 78 / godina 16. / veljata 2015.



6. Oznacavanje brojevnog pravca

Odredivanje jednako razmaknutih to¢aka na zada-
nom pravcu odgovara oznacavanju cijelih brojeva
na brojevnom pravcu. Savijanjem prve okomice
na pravac negdje u blizini ruba papira odredili smo
odgovaraju¢u duljinu jedini¢ne duzine, a zatim se
uzastopnim savijanjem niza medusobno paralelnih
pregiba zadani pravac podijeli na dijelove jednake
duljine.

brojevni pravac

7. Simetrala kuta

Nacrtamo li na papiru kut aVb, taj se kut savijanjem
papira vrlo jednostavno moZze raspoloviti: papir tre-
ba saviti tako da jedan krak kuta padne na drugi.
Time smo nacinili pregib koji predstavlja simetralu
kuta (vidi tre¢i Huzita-Hatorin aksiom).

simetrala kuta

Napomenimo da nizom ciljanih pitanja mozete po-
taknuti u¢enike da sami izvedu ova pocetna savija-
nja i da ove ili slicne zakljuCke donose sami. Kako
biste savijanjem nacinili okomicu? Kako biste nasli
poloviste duzine? A simetralu kuta? Uz pomoc¢
ravnala nije tesko saviti pregib paralelan zadanom
pregibu... a sto ako ne smijete upotrijebiti ravnalo?

Kako cCete odrediti pravac koji je jednako udaljen
od dvaju zadanih medusobno paralelnih pravaca?
A sto ako okomica (ili paralela) treba prolaziti jos i
nekom zadanom tockom?

8. Vrsni kutovi

| u origami-geometriji vazni su dokazi. Primjerice,
evo kako bismo dokazali da su vrsni kutovi suk-
ladni, formalno i savijanjem papira.

Savijanjem nacinite dva pravca, a i b, koji se sijeku u
tocki T. Oznacimo li na pravcima to¢ke A, B, C'i D
kao na slici, te veli¢ine dvaju Siljastih kutova redom
soi B, vrijedi: JATC = 180° — o (jertocke C, T
i D leZe na pravcu) | JATC = 180° — f3 (jer tocke
A, T i BleZe na pravcu). Iz 180° — oo = 180° — f
slijedi daje ox = B.

Kao alternativa, origami-dokaz vrlo je jednostavan,
brz i uvjerljiv: papir presaviiemo tako da se kut o
i kut B medusobno poklope i tvrdnja je ocigledna.
Pregib dobiven ovakvim savijanjem bit ¢e simetrala
kutova JATC i 4BTD.

Vr$ni kutovi

Nakon usvajanja osnovnih ideja i pojmova, nije
teSko napraviti korak dalje ka malo slozenijim za-
datcima i obraditi razne geometrijske likove i njiho-
va svojstva. U sljede¢em broju MiSa slijedi nasta-
vak s nizom primjera i zadataka.
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