povijest matematike

Tko Je prvi...
dokazao da postoji
tocno pet pravilnih poliedara?

Franka Miriam Brueckler, Zagreb

Pravilni su poliedri danas poznati pod nazivom Platonova tijela.
To su pravilni tetraedar, heksaedar!, oktaedar, dodekaedar i iko-
zaedar. S obzirom na popularni naziv, mnogi ¢e pomisliti da je
veliki anti¢ki filozof Platon (427. — 347. pr. Kr.) prvi koji je dokazao
da ih ima pet, no tome nije tako. . .

Najstariji tragovi ljudskog bavljenja pravilnim poliedrima potjecu
jo$ iz doba megalitskih kultura (Europa, otprilike 4500. — 2000.
pr. Kr.). Arheoloski nalazi iz tog doba uklju¢uju ne samo mode-
le kocaka, vec¢ i pravilnih tetraedara, oktaedara i dodekaedara.

Posljednje je posebno zanimljivo jer se pravilni dodekaedri ne po- Slika 1. Kopija Silanionova mramarnog
javljuju u (makroskopskoj) prirodi, dok neki kristali mogu izrasti u porteta Platona (fotografija; (©Marie-Lan
oblike kocaka te pravilnih tetraedara i oktaedara. Nguyen / Wikimedia Commons)

Slika 2. Kristali kubi¢nog sustava mogu poprimiti oblike pravilnog tetraedra (sfalerit, fotografija:
(©Rob Lavinsky / Wikimedia Commons), heksaedra (pirit, fotografija (©)Carles Millan / Wikimedia Commons)
ili oktaedra (magnetit, ©Rob Lavinsky / Wikimedia Commons). Kristali ne mogu izrasti u obliku pravilnog dodekaedra ni ikozaedra.

Iz otprilike istog doba potjecu i najraniji primjeri ig- &
racih kocaka (trece tisucljece pr. Kr., podrucja da-
nasnjeg Irana, Iraka i Indije). Vecina njih su, kao

i danas, oblika kocke, no posebno je zanimljiva
igra iz sumerskog grada Ura iz otprilike 2600. pr.
Kr. u kojoj su se koristile “kocke” oblika praviinog
tetraedra — najstariji poznati prethodnici danasnjih
“kockica” za razne vrste drustvenih igara.

Slika 3. Igrace kocke za fantasy drustvene igre u
oblicima pet Platonovih tijela (fotografija: (©FMB)

! Pravilni heksaedar obi&no nazivamo kockom.
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Prvi koji su se sustavno bavili pravilnim poliedrima
(kao Sto su uostalom i prvi koji su se sustavno bavili
matematikom) bili su anti¢ki Grei. Konkretno, pita-
gorejci — kojima se pripisuje stvaranje matematike
kao apstrakine znanosti u kojoj se tvrdnje dokazuju
— su oko 500. g. pr. Kr. zasigurno poznavali i zna-
li opisati tri ili Cetiri od pet pravilnih poliedara (sve
osim ikozaedra i mozda oktaedra, no neki povjes-
niCari misle da su poznavali i oktaedar). Vezana
uz pravilan dodekedar je poznata anegdota o smrti
pitagorejca Hipasusa s Metaponta, koji je navodno
poginuo na moru, Sto mu je bila kazna za objavlji-
vanje i nepripisivanje otkri¢a pravilinog dodekaedra
Pitagori. Cini se i da su pitagorejci bili svjesni da
se pravilnim poliedrima moze opisati sfera, no ne-
ma tragova o njihovu poznavanju dokaza da ih je
samo pet. Neki izvori ¢ak ne spominju pitagore-
jsko poznavanje pravilnog tetraedra kao pravilnog
poliedra, a vecina smatra da su pravilni oktaedar
dozivljavali izdvojeno, kao dvostruku kvadratnu pi-
ramidu. Zato se uglavnom smatra da su pitagorejci
poznavali kocku, pravilni tetraedar i dodekaedar i
neka njihova osnovna svojstva.

Citatelji s malo “jatim” temeljima u povijesti filozo-
fije sjetit Ce se da su Platonova tijela dobila ime po
Platonu jer ih je on opisao u svome dijalogu “Timej”
(i tu ih redom povezao s Cetiri klasicna “elementa”:
zemljom, zrakom, vodom i vatrom, te peto — pra-
vilni dodekaedar — pomalo difuzno sa svemirom).
Timeja smatramo filozofom pitagorejske skole u 5.
st. pr. Kr., no nije sigurno da se uopc¢e radi o po-
vijesnoj linosti. Cak i ako je postojao, niti on niti
Platon — prema sadasnjim povijesnim saznanjima
— nisu autori prvog dokaza o postojanju to¢no pet
pravilnih poliedara.

No, Platon je napisao jo$ jedan za povijest mate-
matike znacajan dijalog: “Teetet”. Nazvan je po
atenskom matemati¢aru Teetetu (Zivio je otprilike
417. - 369. pr. Kr.), koji je ujedno glavni lik jos jed-
nog Platonova dijaloga (“Sofist”). Povjesnicari up-
ravo njemu pripisuju otkrice pravilnog oktaedra i
ikozaedra te dokaz o postojanju to¢no pet pravilnih
poliedara. Smatra se da su Teetetovi rezultati temelj
trinaeste knjige najznacajnijeg matematickog djela
(ne samo) staroga vijeka, Euklidovih “Elemenata”
(oko 300. pr. Kr). U toj se knjizi mogu naci naj-
stariji poznati objavljeni dokazi svih osnovnih geo-
metrijskih svojstava pravilnih poliedara, ukljucujuci

Slika 4. Bridni modeli Platonovih tijela izradeni s pomocu
Zometool elemenata, slozeni po uzoru na Keplerov
model Sunceva sustava — ikozaedar u oktaedru u
tetraedru u kocki u dodekaedru (fotografija: (©FMB)

¢injenicu da ih je to¢no pet — najverojatnije upravo
Teetetov dokaz.

S obzirom na jednostavnost, ovdje ¢emo opisa-
ti taj dokaz suvremenim matematickim rjecnikom.
Kao prvo, uo¢imo da se pri svakom vrhu pravil-
nog poliedra sastaje jednaki broj sukladnih pravil-
nih mnogokuta. Kako se radi o prostornom Kku-
tu, mora ih biti bar po tri, a zbroj kutova tih mno-
gokuta oko promatranog vrha mora biti manji od
punog kuta. Unutradnji kutovi pravilnih mnogoku-
ta redom su veli¢ina 60° (istostrani¢ni trokut), 90°
(kvadrat), 108° (pravilni peterokut) i 120° (pravilni
Sesterokut). Zbog navedenog ograni¢enja ne pos-
toji pravilni poliedar omeden mnogokutima s vise
od Sest strana (ako bismo imali viSe od dva takva
pri jednom vrhu, zbroj kutova bi bio ve¢i od punog
kuta). Istostrani¢nih trokuta mozemo uzeti tri, Cetiri
ili Cak pet tako da zadovoljavaju uvjet i tako do-
bivamo pravilni tetraedar, oktaedar i dodekaedar.
Kvadrata, kao i pravilnih peterokuta, mozemo uzeti
samo po tri oko svakog vrha i tako dobijemo kocku,
odnosno pravilni dodekaedar. Kako su sva nave-
denatijela stvarno i moguca (vizualno ocito, a pravi
dokaz je relativno zahtjevan), zaklju¢ujemo da pos-
toji samo pet Platonovih tijela.
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