zanimljiva matematika

Rusenje rekorda:

O Jednom problemu iz teorije vjerojatnosti

176

1. Uvod

Problem kojim se bavimo u ovom ¢lanku ukratko
je opisan pitanjem: Koliko se ¢esto ruse rekordi?
Pretpostavimo da vrSimo n nezavisnih mjerenja ne-
ke pojave (npr. prosje¢ne godisnje temperature ili
koli¢ine padalina na nekom podru¢ju) ili da jed-
nostavno n puta biramo slu¢ajan broj. Rekordnom
vrijedno$¢u smatramo onu koja je ve¢a od svih do-
tad izmjerenih vrijednosti (naravno da na isti nacin
mozemo promatrati i rekordno male vrijednosti).
Koliki broj rekorda mozemo ocekivati?

Naglasak rada nije na samom rjesenju proble-
ma, ve¢ na razliCitim pristupima i stupnjevima
rieSavanja. Tako ¢emo problem najprije rijesiti na
intuitivan, matematicki neformalan nacin. U idu¢em
koraku Zelimo potaknuti uCenike da svoje rezulta-
te eksperimentalno provjere, a za sto su problemi
iz podrucja vjerojatnosti osobito pogodni. | ko-
nac¢no, ostaje nam pitanje dokaza rjesenja. Svoj
¢emo rezultat dokazati na dva nacina. Prvi do-
kaz je kombinatoran i smatramo ga razumljivim
ucenicima upoznatim sa osnovnim kombinatornim
principima i tehnikom deriviranja. Drugi dokaz u
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potpunosti slijedi nade intuitivno rieSenje i daje mu
matematicku pozadinu, ali naglaSavamo da nadila-
zi okvire srednjoskolskog znanja. U prvom citanju
moze se i preskoditi i treba ga gledati kao motiva-
ciju za neke daljnje teme iz podrucja vjerojatnosti.

Pa zapo¢nimo! Pretpostavimo da na slucajan
nacin n puta biramo realan broj iz nekog zadanog
intervala. Smatrat ¢emo razumnim za pretpostaviti
da je vjerojatnost visestrukog pojavljivanja iste vri-
jednosti jednaka 0. Sto mozemo unaprijed, prije
nego $to odaberemo ijedan broj, zaklju¢iti o vje-
rojatnosti da u nekom trenutku dobijemo rekord?
Najprije, u prvom ¢emo odabiru bez sumnije dobiti
rekord, pa ako biramo samo jedan broj, o&ekivani
broj rekorda je 1. Za drugi broj koji ¢emo birati

1
unaprijed znamo da ¢e biti rekord s vjerojatnosti >
jer je jednako vijerojatno da ¢e biti vedi ili manji od
prvog. Dakle, ako biramo dva broja, o€ekivani broj

rekorda je 1 + 3 Isto tako, za treci broj koji ¢emo
birati mozemo zakljuCiti da ¢e biti rekord s vjero-

1
jatnosti = jer ima jednaku $ansu biti najveci kao i
prva dva. Dakle, nakon tri odabira, oCekivani broj
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1 1
rekorda je 1 + 2 + 3 Nastavljaju¢i na isti nacin
zakljuGujemo da ocekivani broj rekorda nakon n
odabranih brojeva iznosi

Ho=14 e by ]
" 2 3 n

2. Eksperimentalna provjera

NasSe pocetno riesenje je intuitivno jasno, ali bez
matematicke strogo¢e. Moze li onda biti i to¢no?
Prije pokuSaja dokaza rezultat smo odIucili ekspe-
rimentalno provjeriti. U prvoj smo provijeri koris-
tili program Microsoft Excel. S pomocu funkcije
RAND koja generira slu¢ajan realan broj u intervalu
[0,1) dobili smo 100 takvih brojeva i zapisali broj
rekorda, pri ¢emu smo zasebno mijerili broj rekor-
dno velikih i broj rekordno malih vrijednosti. Pokus
smo ponovili 1000 puta. Za prosjecnu vrijednost
za rekordno velike vrijednosti dobili smo 5.1879,
a za rekordno male vrijednosti 5.1989. Kako je

1 1 1
Hop=14+-+-+4+...4+— ~5.187
100 +2+3+ +100 5.1873, prvu

provjeru svog rezultata smatramo uspjeSnom.

U drugoj smo se provjeri odlucili na nesto drukgiji
pristup, opisan u [4]. Za svaki od 12 mjeseci u go-
dini promatrali smo prosje¢nu izmjerenu mjesecnu
temperaturu u gradu Zagrebu, na meteorolo$koj
postaji Zagreb-Gri¢, za posliednjih n = 50 godi-
na, kao Sto je i prikazano u tablici 1. Prebrojavali
smo izmjerene rekordne vrijednosti i pokus ponovili
24 puta, jer smo za svaki mjesec u godini gledali
broj rekordno velikih i broj rekordno malih vrijed-
nosti. Tako primjerice za mjesec veljacu imamo 3
rekordno izmjerene najvec¢e prosjetne temperatu-
re (za godine 1963., 1964. i 1966.) i 1 izmjerenu
rekordno malu prosje¢nu temperaturu (za godinu
1963.) Prosjecan broj ta 24 rekorda iznosi 4.4583
Sto je blizu nasem izratunanom ocekivanom broju
rekorda Hsoy ~ 4.4992,

Naravno da je upitno koliko se mjerenja klimatskih
veli¢ina mogu smatrati nezavisnim mijerenjima, po-
gotovo za vremenska razdoblja duza od 100 go-
dina. Primijetimo i da se ponekad ponavljaju iste
vrijednosti, a razlog je ponajprije taj $to se pre-
ma uobicajenoj metodologiji prosjec¢ne tempera-

ture zaokruzuju na jednu decimalu. Zelimo na-
pomenuti da su nasi podatci dobiveni koristenjem
ECA&D baze podataka [1], iz koje je moguce dobiti
razne dnevno izmjerene podatke o klimatskim ve-
licinama za mnogobrojne klimatske postaje u Euro-
pi. Tako su primjerice za klimatsku postaju Zagreb-
-Gri¢ dostupni podatci od 1861. godine. Moguce
je rezultat iz ovog rada, ali naravno i neke druge re-
zultate iz vjerojatnosti, testirati i na drugim izmjere-
nim klimatskim veli¢inama ili drugim meteoroloSkim
postajama.

3. Kombinatorni izracun
oCekivanog broja rekorda

U ovom ¢emo odjeljku problemu odredivanja oce-
kivanog broja rekorda pristupiti na drukgiji nacin.
Polazimo od pretpostavke da ¢emo u n mjerenja
dobiti sve razliCite rezultate, pa ¢e broj rekorda za-
pravo samo ovisiti o poretku dobivenih veli¢ina.
Zbog toga svaki skup od n mijerenja identificira-
mo s permutacijom skupa {1,2,...,n}. Ukupan
broj takvih permutacija je n!. Cilj nam je odre-
diti broj takvih permutacija s to¢no k rekorda, za
k=1,2,...,n Zasto? Zato Sto oCekivani broj re-
korda nije niSta drugo nego prosje¢an broj rekorda
koji ¢emo onda izra¢unati formulom

R(n) = R(n,1)-1+R(n,2)2+ ...+ R(n,n)n

n!

1 n
o > k- R(n,k)
k=1

pri ¢emu smo uveli oznaku R(n, k) za broj permu-
tacija skupa {1,2,...,n} s to¢no k rekorda.

Primjer. Zan = 3 postoji to¢no 3! = 6 permutaci-
jaskupa{1,2,3}. Medu njima permutacije (312)
(321) imaju to¢no jedan rekord, paje R(3,1) = 2.
Permutacije (132), (213) i (231) imaju to¢no dva
rekorda, pa je R(3,2) = 3, a permutacija (123)
ima to¢no trirekorda, pa je R(3,3) = 1. Prosje¢an
broj rekorda sada je

C2.143:.2+41-3 11

R(3 —.
S druge je strane H *1+1+l*£*f(3)
uge | 3= 27376 :
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Tablica 1. Prosje¢ne mjesecne temperature Zagreb-Gri¢, 1963. — 2012.

[ 2 | s [+ ] s [ 6 7 [ 8 ] oo ] it ] 12
—-47 21 5.5 13 161 206 23 215 179 115 12 -25
—48 2 4.6 12.8 162 214 216 19.6 16.7 11.4 8.6 14
2.5 —0.4 74 105 149 196 209 188 171 115 4.7 4
—17 8.9 6.5 14 162 205 19.9 19.5 17.5 155 4.8 2.8
—0.2 43 8.7 10.9 17.1 188 231 21.1 17.9 13.3 7 0.9
—02 33 8.2 142 167 195 212 194 162 127 7 —0.9
—0.9 1.2 5 115 18.1 187 211 19.2 17.3 115 9.8 —1.8
0.2 2.2 5.5 10.7 141 207 209 208 169 109 9.5 13
0.8 4.6 3.8 13 17.6 187 222 22 14.8 114 6.2 2
—0.6 5 9.7 1.6 154 20 21.1 19.8 14.1 10.5 6.5 2
0.3 34 7 9.6 17.5 197 213 21 17.4 10.2 4.8 2.6
2.2 7.2 9.3 113 15 19 21 22.1 16.8 7.7 73 4.6
5.6 3.2 8.4 19 176 184 213 20 19.3 10.9 5.2 2.1
2.5 17 4.1 11.8 16.5 192 221 17.7 15.5 115 8.4 1.8
32 6.3 11 104 164 20 207 202 147 125 6.9 0.9
1.4 2.1 8.4 10.6 14 18.8 19.5 19 15.8 111 2.2 2.1
—0.3 3.1 9.1 109 175 215 199 197 16.8 10.6 7 5.4
—0.7 4.2 6.9 9.4 135 189 202 207 16.5 114 5.1 0.6
—0.5 1.8 10.3 122 161 199 213 209 172 136 6.2 2.1
—0.9 0.7 6.9 9.4 17 206 222 207 19.5 12.5 7.1 5.1
43 0.7 8.7 14.1 17.8 193 238 214 17.3 12.1 3.9 23
L5 1.3 6.2 113 14.5 18.4 19.5 19.9 16.8 12.8 7 1.9
-34  -13 6.1 117 175 17.6 22 215 17.8 115 42 6.4
2.2 —2.1 45 12.8 19.2 183 205 21.9 16.1 11.6 7.1 0.7
—1.8 3 2.7 126 148 195 232 198 206 1238 6.1 2.7
5 5 6.8 115 16.8 188 233 22 17.2 115 2.6 2.6
0.2 5.4 11 12.9 15.7 177 218 208 16.9 12.3 5.5 4.3
1.1 8.6 11.3 11.2 17.9 19.1 21.6 222 15.8 12.5 6.8 22
2.8 0.2 10.3 10.5 133 19.8 23 214 183 10.2 7.1 0.2
2.9 5.8 8.3 12.8 173 202 225 2538 18.7 11.2 8 23
3.1 23 7.1 13 193 206 217 @ 224 16.5 12.9 2.9 33
52 4 11.7 12.3 17 204 239 234 193 10.2 9 34
1.9 7.4 6.7 13.1 16.2 186 238 204 15.6 13.3 5.8 2
0 0.7 4.6 12.1 176 211 202 208 13.8 12.6 8.9 —0.3
—0.3 6 8.3 9.3 178 206 214 216 179 104 6.7 4
5.1 7.7 6.5 13.6 17.1 213 224 225 16.7 12.6 4.8 —15
L7 3.2 9.6 135 174 207 224 216 197 13 4.6 2.9
[ 2000. RS 6.5 8.9 154 185 223 215 244 178 14.2 10.5 5.9
[ 2001. [ENJ 59 10.9 11.8 18.7 191 229 236 15 15.4 4.7 —0.7
[ 2002. [W) 7.6 104 114 189 219 225 216 161 12.3 10.8 2.7
0.5 —0.1 8.9 119 204 245 236 258 17 10.1 9.4 3
[ 2004. [ 4 6.7 12,5 156 196 217 217 17 13.9 7.7 2.9
S —0.1 6.8 12.7 175 205 221 192 175 13.1 6 2.6
B o 2.8 6.4 135 167 212 247 193 18.8 14.6 9.9 5.2
75 8.1 102 159 188 227 238 2211 155 11.2 6.1 1.4
38 6.8 8.3 13 182 216 228 225 16.5 14 8.8 43
Bl o 4.1 8.4 15.8 192 202 232 236 197 12.7 9.3 4.1
B o3 36 7.8 133 16.7 21 241 217 159 106 9.9 L7
EE ;! 2.9 8.7 149 181 216 229 243 214 117 43 4.8
[ 2012. RS —02 115 133 175 229 25 254 189 129 10 2.8
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Kako bismo odredili brojeve R(n, k), polazimo od
sliedece rekurzivne relacije.

Lema. Za k > 0 vrijedi

R(n,k)=R(n—1,k—1)+(n—1)-R(n—1,k)

Dokaz. Skup permutacija skupa {1,2,...,n} s
to¢no k rekorda rastavljamo na dva podskupa,
ovisno o poziciji jedinice. Broj takvih permutacija s
1 na prvom mjestu jednak je R(n — 1,k — 1) jer je
tada 1 rekord, pa u permutaciji preostalihn — 1 ele-
menata trebamo jo$ k — 1 rekorda. Drugi podskup
¢ine permutacije u kojima je 1 na nekom drugom
mjestu, njih ukupno n— 1. Tada 1 nije rekord, pa za
svako takvo mjesto, u permutaciji preostalih n — 1
elemenata trebamo to¢no k rekorda. Broj takvih
permutacija jednak je dakle (n — 1) - R(n — 1, k) iz
¢ega slijedi tvrdnja leme. [ |

U nastavku izracuna brojeva R(n, k) uvodimo funk-
ciju f (x) formulom

fulx) = ZR(I’Z, k) -k
o

Tako je primjerice f1(x) = R(1,1) - x = x.

Zasto trazimo takvu funkciju? Deriviranjem funkcije
fn(x) dobivamo

f}:('x) = Zk ' R(I’l,k) 'xkil
k=1

to jest

fa(1) = k- R(n,k)
k=1

pa ¢e ocekivani broj rekorda biti jednak
_ 1 & 1,
R(n) = — ka-R(mk) = —fa(1).
=1

Sada ¢emo odrediti eksplicitnu formulu za funkciju
Sfn(x). 1z definicije funkcije £, (x) i rekurzije iz leme
dobivamo da vrijedi

Fu(®) = x - fa1(x) + (= 1) - fur (%),

a odavde

fax)=(x+n—1Df—1(x).

ViSestrukim koristenjem posljednje formule dobiva-
mo

Sa(x)=(x+n—1)-(x+n—=2)-...-(x+1)-f1(x)
to jest
faX)=(x+n—=2)-...-(x+1)-x

Radi lak$eg deriviranja, gorniji izraz logaritmiramo i
dobivamo

Inf,(x) =Inx+In(x+1)+...+In(x+n—1).
Deriviranjem slijedi

1 , 1 1 1
AT T T e

Uvrstimo li x = 1 dobivamo

1, 1 1
—f)=1+=-+...+-=H,

pa konacno dobivamo

- 1

R(n) = — f,(1) = H,,

n.
§to smo i zeljeli pokazati.

Osvrnimo se kratko na metodu izraCuna. Problem
smo rijesili standardnim kombinatornim metodama
— s pomocu rekurzivne relacije i, iako to nije poseb-
no napomenuto, s pomocu funkcije izvodnice. Za
obje metode, viSe detalja i puno zadataka priklad-
nih srednjoskolskoj razini moze se pronaci u [2].

Napomenimo i da se brojevi (—1)"*R(n, k) nazi-
vaju Stirlingovi brojevi prve vrste. O njima se vise
moze procitati u [6].

4. Osvrt na pocetno rieSenje
problema

U prethodnom smo odjeljku uspjeSno dokaza-
li nase pocetno neformalno rjesenje, ali bitno
drukcijim pristupom. Kao Sto smo najavili u uvodu,
rad ¢emo zavrsiti dokazom koji prati nas prvi nacin
razmisljanja. Nije nam cilj objasniti sve detalje, vec
zaokruziti problem i motivirati neke nove teme iz
podrucija vjerojatnosti ([3], [5])
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Radi jednostavnosti, promatrat cemo
slu¢aj n = 3 i pretpostaviti da bi-
ramo tri slu¢ajna broja X1, X5, X3 iz
intervala [0, 1]. Mi dakle vr§imo po-
kus Ciji ishod nije unaprijed odreden.
Skup svih mogucih ishoda je skup
Q =10,1] x [0,1] x [0,1] C R®.

Zak = 1,2,3 uvodimo funkcije Yx
Cije vrijednosti ovise o ishodu naseg
pokusa

Y — 1, ako je X rekord
K71 0, ako X nile rekord.

Ovakve funkcije koje slu¢ajnom dogadaju prid-
ruzuju neki realni broj, nazivaju se diskretne slucaj-
ne varijable. Ako je Y neka diskretna slucajna va-
rijabla koja poprima vrijednosti y, y2, ..., y, i ako
je pi vierojatnost da Y poprimi vrijednost y;, onda
se ocekivana vrijednost od Y oznatava s E(Y) i
racuna kao E(Y) = p1y1 + ... + p.ya. Prema
tomu, ocekivane vrijednosti slu¢ajnih varijabli Yy iz-
nose

E(Yy) = p(Xy rekord) - 1 + p(Xj nije rekord) - 0
= p(X; rekord).

Kako nas zanima ukupan broj rekorda, uvodimo
novu slucajnu varijablu ¥ = Y + Y> + Y3. Ma-
tematicko ocekivanje ima svojstvo linearnosti, pa
ocekivani broj rekorda iznosi

E(Y)=E(Y)) + E(Y>) + E(Y3).

Sada, bas kao i u uvodu najprije ocito vrijedi
E(Yy) = p(X; rekord) = 1. Vjerojatnosti da
su Xp i X3 rekordi, izracunat ¢emo s pomocu ge-
ometrijske vierojatnosti. Skup svih mogucih ishoda
Q =10,1]x[0,1] x [0, 1], te skup svih ishoda tak-
vih da je X», odnosno X3, rekord, mozemo prikazati
u koordinatnom sustavu, kako je prikazano na slici
1. Trazene vjerojatnosti raunamo s pomocu for-
mula

obujam(X; rekord)

X; rekord) = .
p(X; rekord) obujam(Q2)

Skupu {X; rekord} odgovara prizma ABCA,B,C},
a skupu {X3 rekord} piramida A;C;D;A.

Slika 1. Skup Q svih mogucih ishoda u koordinatnom
sustavu prikazan je kockom ABCDA|B{CD;.

Primijetimo da je Q jedini¢na kocka volumena 1,
1
skup {X; rekord} je prizma volumena 3 a skup

{X; rekord} je piramida volumena 3 Stoga je
1
E(Y2) = p(X, rekord) = 5+ odnosno E(Y;) =

1
p(X5 rekord) = 3 Sada je

E(Y) = E(Y))+E(Y2)+E(Y3) = 1+%+% = Hj,

upravo §to smo zeljeli i pokazati.

1 1
Za kraj, prisjetimo se da je red 1 + 5 + .o+ =
n

divergentan $to znac¢i da kad n — oo, broj rekor-
da takoder neograni¢eno raste. étoviée, za veli-
ke vrijednosti od n vrijedi da je H, ~ Inn + v,
gdje je ¥ ~ 0.5772 Euler-Mascheronijeva kons-
tanta. To znaci da za npr. n = 1000 bez izraCuna
H oo odmah mozemo procijeniti da ¢e ocekivani
broj rekorda iznositi ~ In 1000 4 0.5722 =~ 7.485.
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