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Matematicki jezik:

oznake | izrazl'

Milana Vukovi¢
i Mladen Vukovic,
Zagreb

Uvod

Svaki jezik karakteriziran je svojom sintaksom i se-
mantikom. Sintaksu jezika odreduju dvije stvari:
popis simbola koji se mogu Koristiti (alfabet ili abe-
ceda), te pravila za izgradnju izraza iz dopustenih
simbola. Semantika jezika odreduje znaCenije iz-
raza, odnosno odreduje njihovu istinitost. U ovom
¢lanku razmatrat ¢emo sintaksu matemati¢kog jezi-
ka. PokusSat ¢emo naglasiti vaznost sljedecih pita-
nja (imozda barem djelomi¢no odgovoriti na neka):

« Sto je to matemati&ki jezik?

o MoZemo li strogo zadati matematicki jezik (hr-
vatsku inacicu)?

o Po ¢emu je taj jezik poseban?

o Zasto je vazno u nastavi matematike u najranijoj
dobi naglaSavati neke elemente matematickog
jezika?

B. Culina u [2] zgodno je objasnio vaznost mate-
matickog jezika.
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Prethodna teSka pitanja zahtijevaju i slozene odgo-
vore. IstiCemo na samom pocCetku, barem na prvi
pogled, i neka laksa pitanja:

o Je li nula prirodan broj?

o Je li paralelogram trapez?

o Zasto je zabranjeno dijeliti s nulom?

o Jeli0° jednako 1?

o Je li prebrojiv skup nuzno beskonacan?

Prethodna pitanja trebala bi posluziti kao motiva-
cija za isticanje problematike uvodenja pojmova u
nastavi matematike. Kasnije ¢emo dati odgovore
na ta pitanja.

Matematicki simboli

Osnovni simboli hrvatskog jezika su slova nase
abecede i ostali pomoc¢ni znakovi (tocka, zarez,
dvotoCka, usklicnik...). Jezik gluhonijemih kao
simbole Koristi posebne znakove koriste¢i ruke i
prste. Morseova abeceda koristi samo tocke i crte.

! Predavanja istog naslova autori su odrzali na zupanijskim struénim skupovima nastavnika matematike osnovne $kole u ljeto i jesen 2014.

godine.
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Programski jezici (Pascal, Fortran, C...) takoder
imaju svoj popis simbola koji se smiju koristiti.

Za odredivanje matemati¢kog jezika trebamo tako-
der prvo navesti popis simbola koji se Koriste.
Odlukom 1. kongresa nastavnika matematike RH
odredene su standardne oznake za matematiku i
preporucene su za upotrebu u Hrvatskoj. Popis oz-
naka moZe se vidjeti na mreznoj adresi: http://
www.matematika.hr/files/2913/9064/9275
/oznake.pdf (vidii[1], te [11]). Ovdje za ilustra-
ciju navodimo dio popisa.

Skup prirodnih brojeva N
Skup prirodnih brojeva i nula No
zapis s

et e decimalnom to¢kom

Otvoreni interval (2, 3§rlir?jfgo, 4)
Uredeni par (a,b)
Kardinalni broj skupa S card(S)
Duzina kovjoj SUAIB AB
krajnje toCke

Duljina duZine AB |AB|

Ovdje se ne¢emo upustati u raspravu koje simbole
bi mozda trebalo mijenjati. Pogotovo ne¢emo nista
reéi o problemu “decimalna to¢ka ili zarez”. Zeljeli
smo samo istaknuti da su simboli nuzan pocetak
price o matematickom jeziku. Nemoguce je popi-
sati sve simbole koji se koriste u matematici. No,
svakako je jako vazno voditi racuna koji simboli se
koriste.

Sintaksu nekog jezika, osim popisa simbola, odre-
duju i pravila za formiranje izraza. Primjerice, u
programskim jezicima postoje pravila kojima je
odredeno koji niz instrukcija Cini program. lzraze

u matematici, vrlo grubo govoreci, mozemo podi-
jeliti na izraze o pojmovima i tvrdnje. 1z tog razloga
ovu tocku smo podijelili na dva dijela: Uvodenje
matematickih pojmova i Iskazivanje tvrdnja u mate-
matici.

Tesko je egzaktno odrediti u kojem razredu treba
odredeni pojam intuitivno opisati, ili pak strogo de-
finirati. No, svakako moramo naglasiti da treba
razlikovati matematiku “kao znanost” i matematiku
“u nastavi”. Svakako ova druga matematika treba
voditi raCuna o prvoj. No, istovremeno matematika
“u nastavi” mora voditi rauna kome je namijenje-
na. Svaki nastavnik odlucuje kojem razredu, od-
nosno ¢ak i kojem pojedinom uc¢eniku, na kojem
nivou apstrakcije ¢e uvesti pojedini pojam. Nuzno
je da nastavnik zna malo viSe matematike od one
koju predaje, tj. da zna dio matematike “kao zna-
nosti” koji mozda nikada nece predavati u razredu.
Vodeni tom idejom, u ovom ¢emo c¢lanku iznijeti i
neke Cinjenice za koje smo svjesni da ne pripadaju
nastavi matematike u osnovnoj skoli.

MatematiCki pojmovi se mogu podijeliti na osnovne
i izvedene. Osnovni pojmovi su, primjerice, slje-
dec¢i: to€ka, pravac, ravnina i skup. Znacenje iz-
vedenih pojmova opisuje se s pomo¢u osnovnih
pojmova ili s pomo¢u nekih ve¢ izvedenih pojmo-
va. U [9] se navode tri stupnja u procesu formiranja
pojma:

promatranje i opazanje
predodzba o pojmu i
formiranje pojma.

Na prvom stupnju ucenik razlikuje i prepoznaje ob-
jekte koji pripadaju nekom opsegu pojma. Prim-
jerice, na zadanim slikama uc¢enik treba razlikovati
kvadrate od ostalih ¢etverokuta. Na drugom stup-
nju ucenik opisuje bitna obiljezja pojma. Primjeri-
ce, ucenik bi trebao istaknuti da kvadrat ima Cetiri
stranice jednake duljine, te da stranice zatvaraju
prave kutove. Prelazak na tre¢i stupanj zahtijeva
sposobnost apstrahiranja. Na tre¢em stupnju ra-
di se o formuliranju strogih matematickih definicija.
Primjerice, za definiciju kvadrata u¢enik bi mogao
re¢i da je to pravokutnik koji ima sve Cetiri stranice
jednake duljine.
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Zanimljivi primjeri uvodenja nekih pojmova dani su
u [4].

Sada navodimo neke primjere opisa poj-
mova za koje smatramo da ih nije zabranjeno izredi
u nastavi matematike osnovne skole, ali mislimo da
ih nikako ne treba posebno isticati, te im davati po-
sebnu vaznost. NaglaSavamo da to nisu definicije.

Brojeve koje dobivamo brojenjem nazivamo pri-
rodnim brojevima.

Ovo sigurno ne moze biti definicija prirodnih bro-
jeva. Smatramo da je dovoljno re¢i da brojeve
1,2,3, ... nazivamo prirodni brojevi.

ToCka je najmaniji dio ravnine.

Jos je Euklid u svojim Elementima napisac nesto
sliéno tomu. U Hilbertovoj aksiomatizaciji ge-
ometrije tocke (kao i pravci i ravnine) su osnovni
pojmovi koji se ne definiraju. To znaci da je u
nastavi matematike u osnovnoj $koli dovoljno,
primjerice, re¢i da presjek dvaju pravaca zove-
mo toc¢ka. Naravno, to nije definicija tocke, vec
samo uvodenje naziva.

Pravac je ravha neomedena crita.

Sto je to crta? Sto je to ravna crta? Dakle, na-
vedena recenica sigurno nije definicija pravca.
U nastavi matematike treba razviti intutivan po-
jam pravca, te se nikako ne smije inzistirati na
ucenju, memoriranju i ispitivanju opisa pojma
pravca. Daleko je vaznije da u¢enik zna nacrtati
pravac, uociti odnose medu pravcima, te razli-
kovati ga od ostalih skupova to¢aka u ravnini.

Razlomkom izrazavamo dio neke cjeline.

Smatramo da to takoder ne smije biti neka istak-
nuta re¢enica u nastavi. Jedini razlomci koji se
razmatraju u osnovnoj Skoli su racionalni brojevi,
pa recenica ima smisla. No, u nastavi matema-
tike u srednjoj skoli razmatraju se, primjerice, i

sliedeci razlomci: ... To suiracionalni

3V
brojevi, za koje ba$ nije odmah jasno koji dio
cjeline izrazavaju.
Jednakost u kojoj se nalazi nepoznanica naziva
se jednadzba.

Sto je jednakost? Sto je nepoznanica? U vi-
sokoskolskoj nastavi matematike vazno je stu-
dente nauciti rieSavati neke tipove diferencijal-

nih jednadzbi, a ne pokusava se strogo defini-
rati Sto je to diferencijalna jednadzba. Tako i
u osnovnoj $koli treba uCenike nauciti rieSavati
odredene vrste jednadzbi, a da se ne pokusa
definirati pojam jednadzbe.

Skup je pojam koji se ne definira.

Dio matematike koji se naziva teorija skupova
bavi se problemom odredivanja pojma skupa.
U aksiomatskoj teoriji skupova aksiomima se
implicitno pokuSava definirati pojam skupa. Si-
gurno je uCenicima u osnovnoj $koli potpuno ne-
razumljiva recenica: Skup je pojam koji se ne de-
finira. Predlazemo da se pojmu skupa pristupi
potpuno na intuitivnom nivou. To bi, primjerice,
znacilo da se prilikom prvog navodenija naziva
“skup prirodnih brojeva” kaze da necemo go-
voriti “mnostvo prirodnih brojeva” ili “cjelina pri-
rodnih brojeva” ve¢ koristimo naziv “skup”. Bilo
kakvo ulazenje u problematiku definicije pojma
skupa nije primjereno osnovnoskolskom nivou.
O skupovima u nastavi matematike u RH mozete
Citati u [19].

Sada navodimo nekoliko opisa pojma i

definicija kuta koje smo pronasli u postoje¢im, od-
nosno u starijim, udzbenicima matematike za os-
novnu Skolu u RH.

Kut je figura koja se sastoji od dva polupravca
koji imaju zajednicki vrh.

Kut je dio ravnine izmedu dva polupravca koji
imaju zajednicki vrh.

Sustav od dvije zrake ga i ha koje izlaze iz iste
tocke A zovemo kutom. ToCku A zovemo vrhom
kuta, a zrake ga i ha njegovim krakovima.

Dva polupravca x i y s istom rubnom tockom O
dijele ravninu na dva dijela. Svaki se dio zove kut.
Kut je uredena trojka (x, y; 1) koju ¢ine dva po-
lupravca sa zajednickom rubnom tockom i jedan
od dva dijela ravnine koju odreduju ti polupravci.

Rotacijom oko svoje pocetne tocke zraka opisuje
lik koji zovemo kutom, a bilo koja njezina tocCka,
osim pocetne pri tome opisuje lik koji zovemo
JuK.

Kut jest par Sto ga tvore dva razlicita polupravca a
i b koji imaju zajednicki pocetak O i ne pripadaju
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istom pravcu. Tocka O zove se vrh, a polupravci
a i b krakovi promatranog kuta.

Uredeni par polupravaca (x1, x;) S vchom u tocki
O nazivamo kut u tocki O.

Klasu svih ekvivalentnih uredenih parova polup-
ravaca nazivamo kutom s vrhom u tocki O.

(To je definicijaiz knjige [10]. Ovdje nismo naveli
o kojoj relaciji ekvivalencije se radi).

Smatramo da niti jedna od prethodnih “definicija”
nije primjerena za osnovnu $kolu. Preporu¢amo
da nastavnik jednostavno na plo¢i nacrta neke ku-
tove, te kaze da te likove nazivamo kutovi. Kasnije,
uCenicima ¢e taj pojam postati jasniji kada ¢e se
proucavati trokuti, Cetverokuti, kutovi u krugu. . .

Umijesto zakljucka ovog dijela o uvodenju pojmova
u nastavi matematike za kraj dajemo dvije preporu-
ke. Kao $to je i istaknuto u [9], mi takoder smatra-
mo da je definicije bolje iskazivati tako da se koriste
rijeCi “nazivamo” ili “kazemo”. U nastavi matema-
tike u osnovnoj skoli ne smije se pisati “Definicija”,
pa upotrebom rijeci “nazivamo” ili “kazemo” nag-
laSavamo da se radi o definiciji. Sada navodimo
nekoliko primjera kojima zelimo istaknuti upotrebu
rijeCi “nazivamo” i “kazemo”.

Paralelogram je Cetve-
rokut koji ima dva para
paralenih stranica.

Postotak je razlomak s
nazivnikom 100.

Prosti broj je onaj priro-
dan broj koji ima tocno
dva djeljitelja.

Cetverokut koji ima dva
para paralelnih stranica
nazivamo paralelogram.

Razlomak s nazivnikom
100 nazivamo postotak.
Prirodan broj koji ima
tocno dva djeljitelja na-
zivamo prosti broy.

Nasa druga preporuka vezana uz uvodenije pojmo-
va je zapravo ponavljanje ve¢ prije navedenog da
u nastavi treba jasno istaknuti radi li se o opisu poj-
ma ili definiciji. U stranim udzbenicima koje smo
pregledali samo se isti¢u definicije i poucci. Narav-
no da postoji tekst s opisima pojmova, ali to nije
posebno naglaseni tekst u smislu da je uokviren ili
oznacen drugom bojom. Navodimo dva primjera

opisa pojma i dva primjera definicija. Dva troku-
ta su sukladna ako se mogu dovesti do poklapanja,
nije definicija ve¢ opis pojma sukladnosti (Sto znaci
‘mogu se dovesti do poklapanja™?). Zatim, Mno-
gokut je dio ravnine omeden duZinama, takoder nije
definicija. (Za definiciju mnogokuta treba prvo de-
finirati pojam poligonalne linije; vidi [10].)

U nastavi matematike u osnovnoj i srednjoj Skoli
svakako treba napisati definiciju kada se to moze.
Primjerice, Kut Ciji je vrh srediSte kruZnice naziva se
sredisnji kut., dobra je definicija. Zatim, Jednadzbe
koje imaju jednaka rieSenja nazivamo ekvivalentne
jednadzbe., dobra je i vazna definicija. Svakako
je ponekad bolje ostati pri ispravnoj intuitivnoj pre-
dodzbi nekog pojma nego davati definicije neprim-
jerene ucenicima.

Sada ¢emo dati odgovore na pitanja koja smo na-
veli u uvodu. U nastavi matematike u osnovnoj i
srednjoj Skoli u RH definirano je da nula nije priro-
dan broj. U svim domacimi stranim udzbenicima iz
matematicke logike i teorije skupova definira se da
je nula prirodan broj. Zatim u Peanovim aksiomi-
ma navodi se nula kao prirodan broj. Tu situaciju
s nulom zelimo samo istaknuti kao primjer kako su
dogovori u matematici jako vazni.

U knjigama [5] i [10] navodi se da je trapez
Cetverokut koji ima to¢no jedan par paralenih stra-
nica (iz toga slijedi da paralelogram nije trapez).
U nekim udzbenicima matematike navodi se da je
trapez Cetverokut koji ima barem jedan par para-
lelnih stranica (to bi znacilo da su paralelogrami
ujedno i trapezi). Taj “problem” nikako se ne smije
prezentirati u¢enicima. Mi smatramo da to zapravo
nije nikakav problem. Nastavnik samo treba obratiti
paznju Sto piSe u udzbeniku koji koristi za nastavu.

S nulom se ne smije dijeliti jer ne mozemo definirati
kvocijent x : 0, zax € R, tako da ostanu sauvana
svojstva aritmetickih operacija. Primjerice, ako su
x,y,z € Riy # 0, tada je x : y = z ekvivalent-
nosax = y-z Ako bizax # 0 definirali da je
x : 0 = z, tada bi slijedilo x = 0-z = 0, ¢ime
imamo kontradikciju s pretpostavkom x # 0. Lako
se vidi da se ne moze definirati ni kvocijent O : 0.
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U matematitkoj analizi izraz 0° naziva se neodreden
izraz. To znaCi da ako imamo, primjerice, dvi-
je realne funkcije f i g, te toCku ¢ € R, tako
da vrijedi )lchrrzf(x) =0i )l(LIIgg(x)g(x) = 0, ta-
da limf (x)8®) (koji je zapravo oblika 0°), moze
biti jednak bilo kojem realnom broju, a ne mora
ni postojati. No, u teorijskom racunarstvu Cesto
se definira da je 0° = 1 (kada se Zeli da ne-
ke funkcije budu totalne, odnosno da im dome-
na bude Citav skup N). U teoriji skupova defi-
nira se potencija kardinalnosti dvaju skupova A i
B kao card(A) ) = card({f|f : B — A}).
Iz toga posebno slijedi 0° = card(()“*®) =
card({f|f : 0 — 0}) = card({0}) = 1. Ovim
smo primjerom ponovno zeljeli istaknuti vaznost
dogovora u matematici.

U teoriji skupova se definira da je skup A prebro-
jiv ako postoji barem jedna bijekcijaf : A — N.
No, primjerice, u teoriji vierojatnosti se definira da je
skup prebrojiv ako je konac¢an ili ako postoji bijek-
cija s tog skupa na skup N. Ovdije nije bas situacija
sasvim analogna kao s pitanjem je li nula prirodan
broj. U literaturi na engleskom jeziku beskonacan
prebrojiv skup se naziva denumerable set, a skup
koji moZe biti konacan ili pak postoji bijekcija s tog
skupa na N naziva se countable set. Taj problem
naziva tek se treba razrijesiti u matematickoj zajed-
nici u RH.

Osnovne tvrdnje u matematici nazivaju se aksiomi.
To su tvrdnje za koje su se matematicari dogovo-
rili da ih smatraju istinitim, te se one ne dokazuju.
Za ilustraciju navodimo Peanove aksiome. To su
sliedece formule:

X=y —-x=y
0 # x'
x+0=x
x+y = (+y)

x-0=0
X - y/ =X - y -|- X
shema aksioma indukcije:

A(0) — (Vx(A(x) — A(x')) — VxA(x)),
gdje je A(x) proizvoljna formula.?

Teorija odredena Peanovim aksiomima naziva se
Peanova aritmetika, te se kratko oznacava sa PA.
Peanovi aksiomi implicitno definiraju skup prirodnih
brojeva i osnovne operacije na njemu. Matema-
ti¢ari su nakon puno rada sa skupom N odIucili da
upravo navedene tvrdnje smatramo istinitim, te da
bi one trebale biti dovoljine da s pomocu njih doka-
zujemo sve istinite tvrdnje o prirodnim brojevima.’

Tvrdnje u matematici, koje nisu aksiomi, obi¢no
imaju jedan od sliedec¢ih naziva: lema, teorem,
propozicija i korolar. U postoje¢im udzbenicima
matematike za osnovnu $kolu u RH sve vazne tvrd-
nje se istiCu pod nazivom “poucak”. Smatramo
da je to dobro. U stranim udZbenicima, koje smo
pregledali, analogna je situacija. U njemackim
udZbenicima vazne tvrdnje su u pravilu oznacene
kao Satze, a u engleskim i ameri¢kim udzbenicima
kao Theorem. Treba jo$ istaknuti da se u stra-
nim udZbenicima poucci izri€u u strogom mate-
mati¢kom obliku, Primjerice, u nasim udzbenicima
S-S-S poucak o slicnosti trokuta obi¢no se izrice u
sliede¢em obliku:

Dva su trokuta sli¢na ako su im duljine odgovara-
jucih stranica proporcionalne.

U stranim udzbenicima taj isti teorem je izreCen
ovako:

Neka su NABC i NA'B'C’ trokuti &jje su duljine
stranica a,b i ¢, odnosno a',b’ i ¢’. Ako vrijedi
a:d =b:b =c:c ondasutrokuti NABC i
NA'B'C’ sliéni.

2 Za potpuno razumijevanje Peanovih aksioma potrebno je nesto znanja matematicke logike. Primjerice, treba definirati pojam formule.
Sve detalje mozete vidjeti u [18]. Spomenut ¢emo samo da je ciljana interpretacija simbola + operacija zbrajanja, a simbola - je operacija
mnozenja. Ciliana interpretacija simbola ’ je tzv. funkcija sliedbenika, 1j. funkcija Sc : N — N, koja je definirana sa Sc(n) =n+1.

3 K. Godel je 1931. dokazao da za svaki aksiomatski sustav koji prosiruje PA postoji istinita tvrdnja koja se ne moZe dokazati s pomoéu
Peanovih aksioma. To je tzv. Gddelov prvi teorem nepotpunosti. Popularan prikaz Gédelovih teorema nepotpunosti mozete Citati u [16].

Zgodan primjer vezan uz Godelov prvi teorem nepotpunosti dan je u [17].
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Svakako preporu¢amo izricanje tvrdnji u obliku:
“ako ... onda” (vidi i [9]). Na taj nadin se jasno
istice Sto su pretpostavke, a Sto zakljucak. Zatim,
taj oblik omoguc¢ava da se u kasnijem Skolovanju
moze govoriti 0: nuznim i dovoljnim uvjetima,
ekvivalenciji, obratu po kontrapoziciji, suprotnoj
tvrdniji. . . U sljedecoj tablici navodimo nekoliko pri-
mijera tvrdnji, te dajemo nase preporuke iskaza.

Primjeri tvrdniji

Razlika cijelih brojeva je
djeljiva s nekim brojem
ako je svaki Clan razlike
djeljiv tim brojem.

U svakom trokutu nasu-
prot aviju stranica jed-
nakih duljina leZe kutovi

Nasa preporuka iskaza

Neka su a, bi c cijeli bro-
jevi. Ako broj ¢ dijeli a i
broj ¢ dijeli b tada broj ¢
dijeli razliku a — b.

Ako su u trokutu avije
Stranice jednakih duljina
fada su kutovi nasuprot

jednakih velidina. t{lz.stran/ca jednakih ve-
licina.

Ako je dani detverokut

romb, tada su mu dija-

gonale okomite.

U rombu su dijagonale
okomite.

Zakljucak

Prije zavrs$nih reCenica prvo navodimo shemu ak-
siomatske izgradnje geometrije. Na taj nacin jos
jednom Zelimo istaknuti vezu znanosti i nastave.

Primjer (geometrija)

Osnovni pojmovi  tocka, pravac, ravnina

Na svakom pravcu su barem

Aksiomi e .

tri razlicite tocke.
Definicije okomiti pravci, trokut, kruZnica
PoULCi Pitagorin poucak, S-S-S pou-

Cak o sukladnosti trokuta

Matematicki jezik je vazan u nastavi matematike.
Vazno je koristiti pravilne simbole. Jo$ je vaznije
isticati u nastavi samo definicije, a opisi pojmova
ne smiju biti posebno istaknuti. Poucke treba iska-
zivati u pravilnom obliku.
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