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THERE'S A LOT OF INEQUALITY
IN EUCLIDEAN SPACE

Svicarska obitelj Bernoulli je jedinstven fenomen u
svijetu — ¢ak dvanaest ¢lanova ove obitelji bavilo
se matematikom, fizikom i kemijom. Kada je u pi-
tanju matematika, najvec¢i doprinos ovoj znanosti
dali su Jacob (1654. — 1705.), njegov brat Johann
(1667. — 1748.) kao i Johannov sin Daniel (1700.
- 1782)). Prva dvojica su obilno zaduzila mate-
matiku, dok je Daniel najveci doprinos dao u fizici
(hidrodinamici). Jacob je dao znacajne rezultate u
teoriji vjerojatnosti, napisao je djelo Ars conjectandi
(The art of Conjecture). Ta knjiga mu je izdana pos-
thumno 1713. godine. U njoj se nalaze dijelovi koji
se odnose na Bernoullijeve brojeve i Bernoullijev te-
orem. Njemu se pripisuje i poznata Bernoullijeva
nejednakost (izreCena i dokazana 1689. godine)
koja ima veliku primjenu u raznim podrucjima ma-
tematike. Najprije ¢emo iskazati ovu nejednakost
U njezinom najpoznatijem obliku Koji glasi:

Sefket Arslanagié, Sarajevo, BiH

Ako je x > —1 i ako je n prirodan broj, tada je
(I+x)">14+nx.

Ova nejednakost se lako dokaze uz pomo¢ mate-
maticke indukcije.

Dvije generalizacije ove nejednakosti dane su slje-
de¢im teoremom.

Teorem. Nekajex > —1i0 <a < 1 (x,a € R).
Tada je
(I+x)* <1+ ax. (D

Akojex > —lia <0ilia>1(x,a € R), tadaje

(14x)>1+ax 2)
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Znak jednakosti u (1) i (2) vrijedi samo u slu¢aju
kada je x = 0.

Dokazi ovih nejednakosti su nesto slozeniji; prvo
su dani u slu¢aju kada je a racionalan broj, a zatim
kada je a iracionalan broj.

Dokaz. Neka je a pozitivan pravi razlomak. Ako je
a= @, gdje su m i n cijeli pozitivni brojevi i pritom
jel Snm < n, tada iz nejednakosti izmedu aritme-
tiCke i geometrijske sredine (A > G) n pozitivnin
brojeva slijedi:

m
n

(l—f—x)“: (1—|—x) =7 (1+x)m.1n—1n

= V+x)(14x) ... (I4x) -1 - 1-...-1
(Gém(l+x)+(1+x}+”.+{l+x)+l+l+.”+l
B n

m(l+x)+n—m n+mx m
= = =14+ —x

n
=1+ ax,

(I+x)* <1+ ax

Znak jednakosti vrijedi ako su pribrojnici u nejed-
nakosti A > G jednaki, odnosno akoje 1 +x =1,
tj. x = 0. Zax # 0 vrijedi

(I4+x)* <1+ ax.
Ovime je dokazana nejednakost (1) u slu¢aju kada

jea, (0 < a < 1) racionalan broj.

Neka je sada a iracionalan broj (0 < a < 1). Neka
jery,ra, ..., r,...jedanniz pravih razlomaka ¢ija
je grani¢na vrijednost a. Iz nejednakosti

(I+x)"<Il+4+rx; x>-1, n=1,23,...

koju smo gore dokazali (u slu¢aju kada je ekspo-
nent racionalan broj), slijedi

(I4+x)* = lim (1+x)" < lim (14r,x) = 1+ax.

hn—a Ihn—a

Ovime je nejednakost (1) takoder dokazana za ira-
cionalne vrijednosti a. Preostaje nam jos$ dokazati
dazax#0i0 < a < 1 vrijedi

(I4+x)*<1+ax,

tj. dazax # 0 u (1) ne vrijedi znak jednakosti.

U svrhu ovog dokaza izaberimo jedan racionalan
broj r takav da je a < r < 1. Ocigledno vrijedi

(14+x)* = [(1+x)7]".

Zbog 0 < a < 1, upravo smo ranije dokazali da
r
vrijedi
a a
(I+x)r <1+ —x
r
Ocigledno slijedi da je

(I+x)*< (1 + gx)r.

,
. a \" a .
Zax#OJe(lJrfx) <l+r-—x=1+axtj
r r
(I+x)* <1+ ax.

Ovime je nejednakost (1) u potpunosti dokazana.
Prijedimo sada na dokaz nejednakosti (2). Ne-
kajea > 1. Akoje 1+ ax < Ol(tojemo-
5,
l+ax=1+4- (—%) = —1 < 0), tada je ne-
jednakost (2) to¢na jer je onda njezina lijeva strana
pozitivna, a desna je negativna.

guCe, npr. ako e a = 4, x = ——, tada je

Nekaje 1 +ax > 0, tj. ax > —1. Tada iz nejedna-
kosti (1) slijedi:

1

1
(I+ax)s <14+ - ax=1+x,
a

pri Cemu vrijedi znak jednakosti samo u slucaju ka-
dajex =0.

Potenciramo li obje strane gornje nejednakosti s a,
dobijemo

I+ ax < (14x)~

Nekajesadaa < 0il+ax < 0. Tada nejednakost
(2) ocigledno vrijedi. Ako je 1 + ax > 0, izaberimo
jedan cijeli pozitivan broj n tako da je _4 <l 1z
nejednakosti (1) vrijedi "

« a
1+ <12
(I+x)"» < nx,
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a odavde

a 1
(1+x) > a > 1+
1——x

X

S|

S

(posliednja nejednakost je tocna zbog 1 > 1 —
2

a
—2x2). Potenciranjem posliednje nejednakosti s n
n

dobijemo
(I+x)*> <1+ x) >l+4+n- —x—l+ax
a ovo je nejednakost (2). |

RjeSavanje iracionalnih jednadzbi ucenicima je
Cesto zanimljiv posao. NajceSc¢e se sastoji u to-
me da se oslobodimo korijena i pokuSamo jed-
nadzbu svesti na algebarsku jednadzbu koja se
lakSe rieSava. No, to je Cesto veoma tesko i mu-
kotrpno. U [3] smo pokazali kako se razne ira-
cionalne jednadzbe veoma uspjesno rjeSavaju uz
pomo¢ nejednakosti izmedu sredina (harmonijske
(H), geometrijske (G), aritmeti¢ke (A) i kvadratne
(K)) koja glasi

H<G<ALK.
Pokazat ¢emo sada kako se sli¢ne iracionalne jed-
nadzbe mogu veoma lako rijesiti koriste¢i se Ber-
noullijevim nejednakostima (1) i (2).

Primjer 1. RijeSite jednadzbu

VI—x+VIitx+ V1

— 241+ =4
(3

RjeSenje. Na prvi pogled ova iracionalna jed-
nadzba djeluje “zastrasujuce”. Pokusati osloboditi
se korijena djeluje obeshrabrujuce. Vrlo vierojatno
bi to bio Sizifov posao. Primijetimo da je x = 0
jedno rjeSenje dane jednadzbe (3). Je li to jedino
rieSenje? Uoc¢imo da ova jednadzba ima smisla
akojel —x>0,14+x>01—x>>0,1.za

€ [—1,1]. Sada s pomocu Bemoullijeve nejed-
nakosti (1) dobivamo

VI— x4+ VItx+ V-2 + 1+

= (1=x)? + (1407 + (1=2)F + (1 + )7
X X x2 x2
<l-Zar+ipr-Tpr+iog

SI-SHlegtl-T ity

U Bernoullijevoj nejednakosti (1) vrijedi jednakost
samo u slu¢aju kada je x = 0. Sada neposrednom
provijerom utvrdimo da je x = 0 zaista rjeSenje da-
ne jednadzbe (3).

Primjer 2. Rijesite jednadzbu

\/17“/— <lfﬂ)4 (1+36)6'

(4)

Rjesenje. Jednadzba je definirana, tj. ima smis-
Iaakojel—g >0il+x > 0, odnosno za

€ [—1, 3]. Primjenom Bernoullijevih nejednakos-
ti (1) i (2) dobivamo

te

x\4 by X
177) (1 )>177 1+5 =2
( 24 + 36/ 6 i 6
Lijeva i desna strana jednadzbe (4) jednake su sa-
mo u sluCaju kada u (1) i (2) vrijedi jednakost, tj. za
x = 0. Dakle, x = 0 je rieSenje dane jednadzbe
(4) Sto lako utvrdimo direktnom provjerom.

Naravno, ovdje se radilo o takvim iracionalnim jed-
nadzbama na koje su se mogle primijeniti Bernoul-
lijeve nejednakosti (1) i (2).
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