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Kategorije znanja
U matematici

Zeljka Dijani¢, Cazma
Alena Dika, Rijeka
i Tanja Debelec, Cakovec

Nastavnici matematike u svom radu s u€enicima
svakodnevno nailaze na razliCite situacije u
kojima ucenici pokazuju svoje izvrsno, osrednje fili
manjkavo poznavanje matematickih sadrzaja $to
narocito dolazi do izrazaja kada su za usvajanje
novih pojmova i zakonitosti potrebna odredena
predznanja iz prethodnih razreda. Takoder
uoCavaju razlicitosti medu ucenicima. Neki od
njih matematiku u¢e brzo i lako te bez puno truda
postizu jako dobre rezultate, drugi se trude, puno rade i vjeZbaju, ali uz najbolju volju vrlo
rijetko dobivaju visoke ocjene, tre¢i tek uz jako puno viezbe postizu visoke ocjene, Cetvrti su
jako spretni u otkrivanju novih zakonitosti na satu, ali ne vjezbaju kod kuc¢e pa imaju slabije
ocjene, peti... Jedan od razloga zasto je tome tako jest kategorija znanja koju je pojedini
ucenik usvojio. Stoga ¢emo u ovome radu prikazati pregled osnovnih kategorizacija znanja u
matematici.

kvalitetu on razlikuje viSe stupnjeva znanja: znanje
prisje¢anja, znanje prepoznavanja, znanje repro-
dukcije, operativno znanje i stvaralacko znanje.

Sto je znanje?

Prema Poljaku (1985.) znanje se definira kao “sis-
tem ili logicki pregled Cinjenica i generalizacija o
objektivnoj stvarnosti koje je Covjek usvojio i trajno
zadrZao u svojoj svijesti”. Cv)injenice su “konkretnos-
ti, odnosno pojedinosti o objektivnoj stvarnosti koje
Covjek upoznaje perceptivnim putem”. Generaliza-
cije ili apstrakcije su “pojmovi, pravila, principi, me-

Prema Bloomu (1956.) znanje se definira kao “nesto
malo viSe od prisjecanja ideje ili fenomena u obli-
ku vrlo bliskom onome na koji je Covjek izvorno bio
naisao”. Bloom razlikuje dvije kategorije — znanje
te intelektualne vjestine i sposobnosti. U kategoriju
znanja svrstava znanje specificnih ¢injenica, znanje
o nacinu tretiranja specifi¢nih ¢injenica te univerzal-

tode, zakoni, definicije, zakljucci, dokazi, kategorije,
aksiomi, postulati, izvodi, norme, postavke, hipote-
ze, anticipacije, teorije, misli, ideje, sistemi, simboli,
algoritmi, formule, jednadZbe, vrijednosti itd.” koje
treba shvatiti posredstvom mislienja. S obzirom na

no i apstrakino znanje, a kategoriju intelektualnih
vjestina i sposobnosti ras¢lanjuje na razumijevanie,
primjenu, analizu, sintezu i evaluaciju. Bloomova
taksonomija kognitivnih cilieva u¢enja uzima se kao
temelj za kasnije utvrdene kategorizacije znanja.
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Dimenzije :
Podvrste znanja

¢injeni¢no

znanje

konceptualno

Cinjeniéno, konceptualno,
proceduralno
| metakognitivho znanje

U kognitivnom podrucju Gagné, Briggs i Wager
(1992.) izdvajaju tri kategorije znanja: deklarativ-
no, proceduralno i metakognitivno. Deklarativho
znanje ukljucuje poznavanije Cinjenica i razumijeva-
nje odnosa medu njima. Ono se odnosi na orga-
niziranu cjelinu povezanih verbalnih informacija za
Cije je uspjesno koriStenje nuzan razvoj intelektu-
alnih vjestina koje ukljucuju proceduralno znanje.
Verbalne informacije odnose se na “$to”, uce se
zapamcivanjem i provjeravaju reprodukcijom, a in-
telektualne vjestine odnose se na “kako”, stjecu se
vjezbanjem te provjeravaju primjenom u rieSavanju
nekog problema. Metakognitivho znanje se odno-
si na kognitivne strategije i poznavanije kognitivnih
procesa §to omogucava uspjesno upravljanje pro-
cesom vlastitog ucenja.

Anderson i Krathwohl (2001.) deklarativno znanje
ras¢lanjuju na €injeni¢no i konceptualno ¢ime se
dobivaju Cetiri razli¢ite kategorije znanja opisane u
tablici 1.

Tablica 1.

taksonomija

Dimenzije znanja i podvrste — revidirana Bloomova

e znanje pojmova (terminologije)
e znanje specificnih detalja i elemenata

e znanje klasifikacija i kategorija
e znanje principa i generalizacija

Zhanje e znanje teorija modela i struktura
e znanje sadrzajno specificnih
postupaka i algoritama
g;(;(r:]?éjuralno e znanje specifi¢nih tehnika i metoda

metakognitivno

znanje

e znanje kriterija koji uvjetuju uporabu
primjerenih postupaka

e strategijsko znanje

e znanje o kognitivnim ciljevima,
ukljuujuci i odgovarajuce
kontekstualno uvjetovano znanje

® znanje o sebi

U Hrvatskoj je Tomislav Grgin (2004.) proucavao
varijetete u€enickih znanja te ustanovio Cetiri kate-
gorije razli¢itog nazivija, ali vrlo slicnih opisa kao
prethodne kategorizacije. Faktografsko znanje je
elementarno znanje u nekom podrucju koje je pret-
postavka ostalim slozenijim varijetetima znanja, a
iskazuje se poznavanjem specifi¢nih Cinjenica, via-
danjem specificnim nazivljem i navodenjem bitnih
karakteristika elementarnih pojmova. Takvo znanje
je nepovezano, iskustveno nedovoljno strukturira-
no te nema prave uporabne vrijednosti. Utvrdi-
vanjem sli¢nosti i razlika ili uo¢avanjem uzroc¢no-
posliediénih veza medu usvojenim faktografskim
Cinjenicama dolazi se do viSe razine znanja — inter-
polacijskog znanja. Ono ukljucuje misaone proce-
se analize i sinteze, apstrakcije i generalizacije, a
ocituje se u poznavanju i razumijevanju op¢ih poj-
mova, pravila, zakona, nacela, teorija i struktura te
ga je moguce prikladno strukturirati i tako zadrzati
u dugoro&nom pamcéeniju. Odabirom i kombinira-
njem najprikladnijeg modela ilimetoda dolazi se do
operacijskog znanja koje ima obiljeZje dinami¢kog
znanja, a oc¢ituje se u donosenju ideja, pravila, za-
kona ili postupaka te njihovoj primjeni u jednakim ili
sliénim situacijama. NajviSa razina znanja je eks-
trapolacijsko znanje. Ono prelazi okvire pozna-
tih situacija i koristenjem najslozenijih intelektualnih
funkcija poprima obiljezja stvaralackog djelovanja
te se oCituje u rieSavanju problema, $to je u nastavi
matematike narocito vazno.

Situacijsko, konceptualno,
proceduralno
| strategijsko znanje

De Jong i Ferguson-Hessler (1996.) klasificiraju vr-
ste znanja i kvalitetu znanja na primjeru rjeSavanja
problema u fizici. Navode Cetiri vrste znanja: si-
tuacijsko, konceptualno, proceduralno i strategij-
sko. Situacijsko znanje obuhvaca poznavanje si-
tuacija koje se obi¢no pojavljuju u odredenom po-
dru¢ju Cime se postavlja problem i prizivaju do-

broj 81 / godina 17. / listopad 2015.



datna znanja (konceptualna i proceduralna). Kon-
ceptualno (deklarativno) znanje je staticko zna-
nje o ¢injenicama, konceptima i praviima unu-
tar odredenog podrucja, a proceduralno znanje
ukljuCuje operacije s pomocu kojih u¢enik iz jed-
nog stanja postavljenog problema prelazi u dru-
go. Strategijsko znanje je najvisi oblik znanja koje
ukljucuje organizaciju procesa rieSavanja proble-
ma kako bi se od postavljenog zadatka uspje$no
doslo do rjeSenja problema.

Slicnu kategorizaciju uvode Masoni Spence (1999.)
koji razlikuju nekoliko vrsta i stupnjeva znanja u
matematici: knowing that koje se odnosi na
¢injeni¢no znanje, knowing how koje ukljucuje
poznavanje tehnika i viestina te knowing why ko-
je se odnosi na sposobnost strukturiranja potreb-
nih aktivnosti pri rieSavanju matematic¢kih zadataka.
Ove tri vrste znanja Cine znanje o matematici (engl.
knowing about) koje je samo po sebi stati¢no i
bez sposobnosti primjene u novim situacijama ne-
ma neke uporabne vrijednosti. Stoga ukazuju na
Cetvrti oblik aktivnog znanja knowing to act ko-
je ukljucuje kreativnost, osjetljivost na situaciju te
odredeni stupanj svijesti o trenutku. Razvijanje svi-
jesti o vlastitim moguénostima u nastavi matemati-
ke izuzetno je bitno, a postize se iskustvom i razvo-
jem bogate mreze veza i okidaca kako bi potrebne
ideje u danom trenutku “pale na um” (engl. come
to mind). Pogledajmo u idu¢em primjeru kako to
funkcionira pri rieSevanju sloZenijih zadataka.

Primjer 1. Zadatak preuzet iz oglednog ispita
drzavne mature 2009. godine.

Dubravka i lvana komuniciraju elektronskim ureda-
jem dometa 500 m. Dubravka stoji na mjestu, a
Ivana hoda kako je prikazano na slici 1. Koliko me-
tara Ilvana moze prije¢i od trenutka uspostavijanja
do trenutka prekida komunikacije?

Situacijsko znanje pretpostavlja prepoznavanje kon-
teksta i postavijanje problema. Ucenik treba do-
puniti skicu kako bi uoCio §to se trazi (slika 2).
Potom uoCava pravokutne trokute (AND, BND)
ili tupokutan trokut ABD, zadane, pomoc¢ne i
trazene elemente te prepoznaje koje matematicke

Dubravka

688 m

43°24'|

Ivana
Slika 1. Zadatak iz oglednog ispita
drzavne mature 2009. godine

D

500
v

4 B

I
I
I
!
I
&
N C

NI

Slika 2. Pomo¢na skica (prepoznavanje situacije)

¢injenice i zakonitosti treba koristiti (definicije trigo-
nometrijskih funkcija pravokutnog trokuta, Pitagorin
poucak, sinusov poucak i sl.) pri ¢emu koristi svoje
konceptualno znanje.

Proceduralno znanje ukljucuje prepoznavanije re-
lacija iz dopunjene skice, a strategijsko pravilan
odabir redoslijeda koraka kako bi uocene relacije
postupno dovele do riesenja.

U trokutu AND vrijedi sin43°24 = & —

v = 688 - sin43°24’ = 472.716 m. Potom sena
trokut BND primijeni Pitagorin poucak: (g) =
5007 —472.716 ¢ime se dobije da ¢e lvana prijedi
x =325.82m.
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Zadatak je, naravno, moguce rijesiti i na jo§ neke
nacine. U tupokutnom trokutu ABD vrijedi sinusov

500 688
iz ega je JABD =

sak _

POUCas Gn43°24 ~ sinp

B = 109°, odnosno SNBD = f3 = 71°. U troku-
x

tu BND vrijedi cos 71° = % iz tega slijedi da je
x =325.57m.

Ovaj primjer ukazuje koliko je za uspjesno riesava-
nje problema nuzno posjedovati sva Cetiri varijeteta
znanja te da svako sljede¢e zahtijeva dobro poz-
navanje onih prethodnih vrsta znanja kao i njihovo
pravilno koristenje u danoj situaciji, odnosno prob-
lemu.

Relacijsko i instrumentalno
znanje

U matematickoj literaturi posebno se istice Skem-
pova (1976.) podijela na relacijsko i instrumentalno
znanje matematike. Relacijsko se znanje opisuje
kao razumijevanje “Sto uciniti i zasto", dok se ins-
trumentalno znanje odnosi na poznavanije “pravila
bez razloga". Instrumentalno znanje podrazumije-
va pamcenje puno veceg broja razliCitih i naoko
nepovezanih pravila. Relacijsko se znanje svodi na
poznavanje nekoliko osnovnih principa i opéenitijin
pravila koji omogucavaju izgradnju konceptualnih
struktura, a s pomocu njih u¢enik u danom trenutku
lako dolazi do konkretnog pravila koje mu je pot-
rebno. Za primjenu u nastavnoj praksi obje vrste
znanja imaju i prednosti i nedostataka. Instrumen-
talno razumijevanje zahtijeva manje predznanja, pa
se tocan odgovor dobiva brzo i pouzdano ¢ime su
nagrada i osjecaj uspjeha neposredni i vrlo skori.
Relacijsko razumijevanje matematike je prilagodlji-
vo novim problemima i nestandardnim zadatcima,
djelotvorno je samo po sebi s izrazito jakim motiva-
cijskim uc€inkom jer jednom kad se pravilo ili kon-
cept usvoji, lakse se i dulje pamti. lako se relacij-
sko znanje moZze ocijeniti kao kvalitetnije, u nastav-
noj je praksi instrumentalni pristup ponekad nuzan
zbog pretrpanih nastavnih programa koji onemo-
gucavaju kvalitetnije proucavanje sadrzaja.

Primjer 2. Povr§ina trokuta.

Pri usvajanju formule za izracunavanje povrsine tro-
kuta relacijsko se znanje potkrepljuje vizualizaci-
jom. Nakon §to se ponovi povrSina pravokutnika,
dijagonalom ga podijelimo na dva sukladna pra-
vokutna trokuta. UCenici uocCavaju da je povrsina
jednog od dvaju tako dobivenih trokuta jednaka
polovini povrsine pravokutnika. Potom ih se upoz-
naje s povrSinama Siljastokutnih i tupokutnih tro-
kuta. Upotrebom raznih modela i didaktickih po-
magala ucenici ¢e lakse i brze usvajati sadrzaje i
trajno ih pamtiti. U tom smislu ucitelji ¢e koristiti
papirnate modele, aplete dinamickih matematickih
programa ili ¢e dokaz potkrijepiti crtezima na ploci.
Slijede neki od primjera kako vizualizirati formulu za
izraCunavanje povrsine trokuta:

1. “prosirivanjem” — dopunjavanjem do pravokut-

nika
C

A ¢ B

2. “prekrajanjem” — dijeljenjem trokuta na dijelove
dobit éemo pravokutnik

SINS

NSTINY
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3. visinom podijelimo trokut na dva pravokutna tro-
kuta pa racunom dolazimo do formule

A

poXVa Y Ve (XY ve ave
2 2 2 2
Vrlo je vazno dobivenu formulu zapisati i usvoijiti

rijeCima:

povrsina trokuta =
duljina stranice - duljina visine na tu stranicu
2

kako bismo je znali primijeniti u slozenijim problem-
skim zadatcima.

Kod relacijskog nacina usvajanja novih znanja,
osim konaéne formule, jednako je vazan i put spoz-
najnih i logi¢nih koraka kojim smo do odredene for-
mule dosli. Kao i za povrSinu pravokutnog trokuta,
sli¢an spoznajni put primjenjujemo i prilikom upoz-
navanja ucenika s formulom za povrSinu paralelo-
grama, romba i trapeza. Bitan je trenutak u kojem
uCenici uocavaju proces nastajanja novih formula
dinami¢nim preslagivanjem pravokutnika, kao $to
je to prikazano na slikama.

Nasuprot ovome pristupu, kod instrumentalnog
znanja ucenici pamte gotove formule bez razumije-
vanja, jednostavno uvrStavajuci duljinu stranice i
duljinu pripadne visine. Takvo je znanje kratkot-
rajno i vrlo esto se dogada da analogno povrsini
pravokutnika ucenici bez razmisljanja povrsinu tro-
kuta izraCunavaju prema formuli P = a - b - c.
Kod uvodenja formula za izraCun povrsine osta-
lih geometrijskih likova, prethodno instrumentaino
znanje ucenicima nece biti od dugoro¢ne koristi.
Bez razumijevanja ¢e pamtiti formule za sve vrste
Cetverokuta, vjerojatno ih vrlo brzo zaboraviti, a u

novim situacijama oCekivat ¢e “brze i gotove formu-
le”. Takvo je znanje manjkavo, osobito u susretu sa
sloZenijim zadatcima, a posebice u problemskima
iz svakodnevnog zivota, u kojima se ucenici nerijet-
ko teSko snalaze. Problemi su raznoliki: teskisuim
zadatci u kojima lik treba podijeliti na jednostavnije,
kojima formulu za povrSinu poznaju, na slikama ne
vide visinu u trokutu, $to je posebno uodljivo kod
tupokutnog trokuta itd. Nazalost, instrumentalno
znanje je kod ucenika sve ¢eSc¢e pa ucitelji moraju
promisliti i pazljivo odabirati metode i postupke u
radu kako bi se ovakvi problemi umaniili.

Strukturalno i operacionalno
znanje

Sfard (1991.) je razradila klasifikaciju znanja u ma-
tematici baziranu na ontolosko-psiholoskom pris-
tupu stavljajuéi naglasak na prirodu matematickih
subjekata (ontoloski problem) te nacin na ko-
ji uCenici shvacaju matematicke pojmove (psiho-
loSka perspektiva). Ona govori o dvojnosti u pri-
rodi znanja matematike te naglasava da se aps-
traktni pojmovi (poput broja ili funkcije) mogu poj-
miti na dva razli¢ita nacina — strukturalno, kada
se matematiCke pojmove promatra kao objekte,
i operacionalno kada ih se promatra kao proce-
se. Procesi u€enja i rieSavanja problema tako
postaju zamrSena meduigra izmedu operacional-
nog i strukturalnog shvac¢anja istog pojma koji se
medusobno nadopunjuju. Strukturalna koncepci-
ja znanja je stati¢na, trenutna i integrativna te se
temelji na mentalnim slikama i vizualizaciji. Opera-
cionalna koncepcija znanja je dinamicna, sekven-
cijalna i detaljna, ona uklju€uje procese nastajanja
nekog pojma i odgovarajuée algoritme, podrzana
je verbalnim prikazom te prethodi strukturalnoj kon-
cepciji. Potporu za ovakvo razmi$ljanje Sfard nalazi
kod Piageta koji takoder razlikuje dva nacina ma-
temati¢kog misljenja — figurativno koje odgovara
strukturalnoj koncepciji i operativno koje ukljucuje
razli¢ite transformacije promatranog pojma.

Pronac¢i “skriveni” proces u zadanom matema-
tickom objektu zahtjevna je mentalna aktivnost, $to
ukazuje na Cinjenicu da se strukturalni i operaci-
onalni koncept matemati¢kog pojma medusobno
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ne iskljuCuju. Kao sto objekt nije odvojiv od pro-
cesa, tako vrijedi i obrnuto. Upravo u ovoj sinergi-
ji dohvaca se mo¢ kvalitethog matemati¢kog raz-
misljanja.

Primjer 3. AritmetiCke operacije i algebarski izrazi.

U primjerima navedenim u tablici 2 strukturalno
znanje podrazumijeva vizualizaciju simbola te poz-
navanje pravila i postupaka aritmetic¢kin operaci-
ja i algebarskih izraza, dok operacionalno znanje

Tablica 2.

Poimanje zadataka kod | Poimanje zadataka kod
ucenika s razvijenim

ucenika s razvijenim

strukturalnim znanjem |operacionalnim znanjem

ukljuCuje mentalne slike koje nadograduju struktu-
ralno znanje s apstrakinim u matematici. Struktu-
ralno ¢e znanje dati to¢an rezultat samo ako ucenik
ne ucini ni jednu pogresku u nau¢enom matema-
tickom postupku ili pravilu, za razliku od operaci-
onalnog znanja koje razvija spoznaju uloge objekta
u procesu, te postaje koristan alat za analiziranje
postavljenog problema i proucavanije veza izmedu
objekata iz zadatka.

Primjer 4. Linearne jednadzbe.

Velika razlika u strukturalnom i opera-
cionalnom konceptu znanja uocava se
kod rieSavanja linearnih jednadzbi. Tab-
lica 3 prikazuje neke karakteristi¢ne pri-
mijere s naznacenim razlikama u kon-
ceptima znanja.

oduzimanije broja 2

5 —2 oduzimanje (dva broja)

dijeljenje broja 5

5:2 dijelienje (dva broja)

3x+2 algebarski izraz
4.5 mnozenje (dva broja)
Tablica 3.

Poimanje zadataka kod
ucenika s razvijenim

strukturalnim znanjem

od broja 5 i zbrajanje
broja 5 s brojem —2

brojem 2 i razlomak 5

zbroj broja 2 i trokratnika
nepoznatog broja

Zbroijiti broj 5 Cetiri puta

Strukturalni koncept znanja ukazuje na
brojeve i rezultat kao staticne objek-
te koji su povezani nau¢enim matema-
tickim pravilom, za razliku od operaci-
onalnog koncepta znanja koje povezuje
aritmetiCke operacije zbrajanja i oduzi-
manja, primjenjujuci svojstva istih ope-
racija u cilju dobivanja to¢nog rezultata.
Postojanjem veze objekt — proces razvi-
ja se fleksibilan i snazan dozivljaj mate-

Poimanje zadataka kod
u€enika s razvijenim
operacionalnim znanjem

Jednadzba koja se rieSava  Nepoznati broj x umanjenik je u zadanoj operaciji oduzimanija.

na nacin:
x=5+2,
x=17

x—2=15

Jednadzba koja se rieSava
na nacin:
—x=10-5
—x=5/-(-1)

x=-=5

Jednadzba koja se riesava
na nacin;
ggzz 20=2x -2
2x 20 = 4x
—4x=-20 /:(—4)
x=5

Nepoznati umanjenik jednak je zbroju razlike i umanijitelja.

x=5+2
x=17

Povezujucéi matemati¢ke racunske operacije ucenik ¢e rijesiti
zadatak u manje koraka, tj. u¢enik razumije da je umanijitelj
jednak razlici umanjenika i rezultata operacije oduzimanja

x=5-10
F= =5

Ucenici promatraju jednakost izraza s obiju strana, te zakljucuju
intuitivno da x mora biti jednako 5. Takoder, znajuci da razlomak
predstavlja operaciju dijeljenja, znat ¢e izraziti djelitelj
2x uz pomo¢ ostalih elemenata dijeljenja.
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matickih pojmova i simbola, omoguc¢avajuci razvoj
slozenih misaonih struktura, te primjenu stecenih
znanja u novim situacijama. Izostanak ove veze
polucit ¢e greske koje se vrlo ¢esto dogadaju kod
ucenika:

e prirjeSavanju jednadzbe 3x = 5 ucenici zapisu-
junpr.x = 5 — 3, ne razmisljajuc¢i o povezanosti
aritmetiCkih operacija mnozenja i dijeljenja

e prirjeSavanju jednadzbe 10 —x = 5 uCenici za-
pisujux = 5—10, ne razmisljaju¢i o povezanosti
aritmetiCkih operacija zbrajanja i oduzimanija

e pri rigSavanju jednadzbe %x = 6 uCenici ne
znaju i nisu sigurni treba li cijelu jednadzbu dije-
liti ili mnoziti sa 3

e Cesto se dogada da ucenik nakon pogresno
ili ispravno rijeSenog zadatka ne izvrSi povrat-
nu vezu rjeSenja s postavlijenim zadatkom, tj.
ne provjeri odgovara li dobiveni rezultat postav-
llenom zadatku. Razvijen operacijski koncept
razmisljanja uklju¢uje dodatnu provijeru riesenja.
Obuhvacanje postavljenog zadatka i rieSenja u
cjelinu predstavlja mogucénost ispravka eventu-
alne pogreske. Na primjer, ako ucenik napra-
vi pogresku i za 10 — x = 5 dobije rjesenje
x = =5, povratkom na postavljeni problem
uvida da rjeSenje nije to¢no, $to mu daje pri-
liku da ispravi netocan rezultat.

Navedene greske su posljedica strukturalnog kon-
cepta razmisljanja. Operacionalnim znanjem uce-
nik se koristi formulama koje poznaje, barata sim-
bolima, te postavljeni zadatak dovodi u novu situ-
aciju ili proces u kojem simboli i formule za novu
situaciju postaju primjenjive i korisne.

Formalno, algoritamsko
| Intuitivno

Prema Fischbeinu (1993.) svaka matematicka ak-
tivnost zahtijeva koristenje triju dimenzija matema-
tickog znanja: formalnu, algoritamsku i intuitivnu.
Formalna dimenzija odnosi se na poznavanje ak-
sioma, definicija, teorema i dokaza koji ¢ine aktivnu
komponentu u procesu matematic¢kog rasudivanija,
ali njihovo poznavanije nije dovoljno za rjeSavanje

matemati¢kog problema. Algoritamska dimenzija
ukljuCuje poznavanije pravila, postupaka rieSavanja
zadataka i njihovih teorijskih opravdanja, a odnosi
se na vjestinu rieSavanja matematickih problema
koja se stje€e vjezbanjem. Intuitivna dimenzija je
vrsta spoznaje koja se prihvaca izravno bez pot-
rebe za dokazom, a obuhvaca ideje i uvjerenja o
matematickim pojmovima i mentalnim modelima
koji se koriste za prikaz matemati¢kin pojmova i
operacija. Sve tri dimenzije znanja se preklapa-
ju medusobno, a u idealnom slu¢aju ¢e doprinijeti
uspjeSnom rjeSavanju problema. Medutim, ¢esto
se javljaju nedosljednosti izmedu algoritamskog,
intuitivnog i formalnog znanja ucenika §to moze biti
izvor poteSkoCa u matematiCkim aktivnostima kao
Sto su zablude, kognitivne prepreke ili neadekvatno
koriStenje algoritama.

Primjer 5. RjeSavanje linearnih nejednadzbi.

Formalna dimenzija znanja potrebna za uspjesno
rieSavanije linearnih jednadzbi ukljuéuje poznavanije
svojstava relacije uredaja:

(1) tranzitivnost:

a<bib<c=a<c Va,b,ceR

(2) uskladenost sa zbrajanjem:

a<biceR<a+c<b+c Va,b,ceR

(3) uskladenost s mnozenjem:

a<bic>0<=ac<bc Va,b,c e R
a<bic<0<«<=ac>bc Va,b,c cR

Algoritamska dimenzija ukljuuje poznavanije pra-
vila i postupaka koji su ili “prepisana pravila” iz
rieSavanja linearnih jednadzbi, ili na drukciji nacin
izreCena svojstva relacije uredaja navedena u for-
malnoj dimenziji: rijeSiti se zagrada, rijesiti se
razlomka, nepoznate ¢lanove prebaciti na lijevu,
a poznate na desnu stranu, zbrojiti nepoznate
¢lanove i zbrojiti poznate ¢lanove, podijeliti nejed-
nadzbu brojem uz x i paziti da se “okrene” znak
nejednakosti ako se dijeli ili mnozi negativnim bro-
jem.

Intuitivna dimenzija obuhvaca ¢injenice koje se pri-
hvacaju same po sebi te su vrlo Cesto rezultat isku-
stva i dobre predodzbe prethodno stec¢enih znanja
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o realnim brojevima, racunskim operacijama te pri-
kazu realnih brojeva na brojevnom pravcu. Intuitiv-
no je tako ucenicima jasno da su negativni brojevi
lijevo od nule Sto se zapisuje kao x < 0, a pozitivni
desno od nule $to se zapisuje kao x > 0. Takoder
je ucenicima jasno pitanje “Kakvi moraju biti faktori
da bi njihov umnoZzak bio pozitivan?” i znaju odgo-
vor “lli su oba faktora pozitivna, ili su oba faktora
negativna”.

Medutim, iskustvo iz nastavne prakse govori nam
da je ucenicima vrlo te$ko rjeSavati zadatke poput
ovoga (2x+ 1)(3 — x) > 0. Najcesce greske koje
rade su sliedece:

e mnoze zagrade, dobiju kvadratnu jednadzbu i
stanu, ili zbrajaju ¢lanove uz x? i x te rjeSavaju
linearnu jednadzbu

e nejednadzbu zapisuju kao samo jedan sustav
linearnih nejednadzbi2x+1 > 0i3 —x > 0 za-
boravljaju¢i da i umnozak dvaju negativnih bro-
jeva daje pozitivan broj

e zaboravljaju “okrenuti” znak nejednakosti kod
—x > —3 ako mnoze sa —1, istovremeno
ne shvacaju¢i da se nejednadzba 3 —x > 0
moze rijesiti i prebacivanjem nepoznatog ¢lana
na desnu stranu 3 > x §to znadi x < 3

e pri rieSavanju nejednadzbe 2x > —1 “okrecu”
znak nejednakosti jer vide minus

1
e nakon $to dobiju rieSenja x > —5 ix <3

1
ihx < ) i x > 3 ne znaju odrediti konacno

rieSenje, vrlo Cesto se dvoume kada gledati pre-
sjek, a kada uniju dobivenih intervala.

Ovaj primjer ukazuje nam kako neuskladenost al-
goritamskog, intuitivnog i formalnog znanja u¢enika
moze dovesti do problema pri riesavanju zadataka.

ZakljuCak

Iz navedenog pregleda razli¢itih kategorija znanja
zaklju¢ujemo kako se ucenici, osim po sposobnos-
tima matematickog i logi¢kog razmisljanja te rad-
nim navikama, razlikuju i po varijetetima, odnosno
stupnjevima usvojenih matemati¢kih znanja. Dos-
ta je vazno da kao nastavnici matematike osvijes-

timo probleme na koje ucenici nailaze u pojedi-
nim, posebice slozenijim, odnosno viSim katego-
rijama znanja kako bi bar donekle ublaZili njihove
medusobne razli¢itosti, a narocito pomogli onim
u€enicima koji uz puno truda postizu nesto losije
rezultate.

Takoder napominjemo kako su navedene katego-
rizacije znanja stare dvadesetak i viSe godina. U
novije vrijeme i metodi¢ari matematike i psiholozi
uglavnom prihvacaju podijelu matemati¢kog zna-
nja na proceduralno i konceptualno o ¢emu ¢e biti
rije¢i u narednom broju MIS-a.
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