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karakteristicnih tocaka trokuta
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Cetiri karakteristitne tocke trokuta su teZidte, or-
tocentar, te srediSta trokutu upisane i opisane
kruznice. Poznata je ¢injenica da se kod jednako-
strani¢nog trokuta te Cetiri toCke podudaraju. Pi-
tamo se vrijedi li obrat. Pretpostavimo |i da se
sve Cetiri karakteristiCne toCke trokuta podudara-
ju, moZzemo dokazati da je trokut nuzno jednako-
strani¢an. Prilikom dokazivanja te tvrdnje moze se
primijetiti da ne moramo iskoristiti uvjet da se bas
sve Cetiri toCke podudaraju, ve¢ zakljucak slijedi i
iz Cinjenice da se samo neke od njih podudaraju.

U nastavku ¢emo pretpostaviti da se samo po dvije
od tih to¢aka podudaraju i da je zakljuc¢ak u svakom
sluéaju jednak — trokut moZze biti samo jednako-
strani¢an. Primijetimo da imamo ukupno Sest tak-
vih parova to¢aka.

Za pocCetak ¢emo pokazati da se teziSte trokuta
moze podudarati s nekom od ostalih triju karakteris-
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U radu ¢emo pokazati da u
trokutu koji nije jednakostranican
ne postoje dvije, od Cetiriju
karakteristicnih tocaka, koje se
mogu podudarati. Analogne
tvrdnje vrijede i za neke druge
zanimljive tocke trokuta.

tiénih toCaka jedino u slu¢aju kad je trokut jednako-
strani¢an. U dokazima kre¢emo uvijek od ¢injenice
da se teziSte svakog trokuta nalazi unutar trokuta.
Imamo sljiededi niz tvrdnii.

Teorem 1. Ako je tocka O i teZiste i ortocentar
trokuta ABC, tada je trokut ABC jednakostrani¢an.

Dokaz. Neka je to¢ka D sjeciste pravca CO sa
stranicom AB. Kako je O teZiste zadanog trokuta,
D je poloviste stranice AB, odnosno |AD| = |BD|.
S obzirom na to da je O i ortocentar trokuta ABC,
D je i noziste visine trokuta ABC iz vrha C. Prema
tome, JADC = BDC = 90° pa su trokuti ADC
i BDC sukladni te je |AC| = |BC| (slika 1). Na
isti nacin, s pomocu sjecita pravca AO i stranice
BC, mozemo do¢i | do jednakosti |[AB| = |AC| i
dobivamo da je trokut ABC jednakostrani¢an. M
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Slika 1.

Teorem 2. Ako je tocka O i teziSte trokuta ABC
i srediSte njemu upisane kruznice, tada je trokut
ABC jednakostranican.

Dokaz. Neka je D sjeci$te pravca CO i stranice AB.
Kako je O teziste trokuta ABC, to¢ka D je poloviste
stranice AB. Budu¢i da je O i srediste trokutu ABC
upisane kruznice, pravac CO je simetrala JACB.
Tadaje|AD| = |BD|iJACD = 4BCD. Nadopu-
nimo trokut ABC do paralelograma AEBC (slika 2).
Pritom D raspolavlja dijagonale tog paralelograma.
Takoderjei<JCEB = 4ECA = JECB. Kakoje D
poloviéte duzine CE, BD je visina jednakokradnog
trokuta CEB. Dakle, JADC = 4BDC = 90° i ko-
na¢no mozemo zakljuciti da su trokutt ACD i BCD
sukladni, odnosno da vrijedi |JAC| = |BC|. Analo-
gno se dokazuje i jednakost |AB| = |AC|. Prema
tome, zadani trokut ABC je jednakostrani¢an. B

Slika 2.

Teorem 3. Ako je tocka O i teziSte trokuta ABC
i srediSte trokutu ABC opisane kruznice, tada je
trokut ABC jednakostranican.

Dokaz. Neka je tocka D presjek pravca CO i stra-
nice AB. S obzirom na to da je O teiste trokuta
ABC, totka D je polovite stranice AB. Kako je O
srediste trokutu ABC opisane kruznice, tocka O leZi
na simetrali stranice AB. Dakle, pravac OD je oko-
mit na pravac AB, odnosno tezi$nica CD trokuta
ABC je ujedno i njegova visina (slika 1). Tada kao i
u teoremu 1 mozemo zakljuditi da je |AC| = |BC|.
Analogno se dokazuje da je |AB| = |[AC|. &

Isti zakljucak slijediiako se podudaraju ostali parovi
karakteristi¢nih to¢aka Sto ¢emo pokazati u nastav-
ku.

Teorem 4. Ako je tocka O i srediste trokutu ABC
opisane kruznice i srediste njemu upisane kruznice,
tada je trokut ABC jednakostranican.

Dokaz. S obzirom na to da se srediste trokutu upi-
sane kruznice mora nalaziti unutar trokuta, tocka O
je unutar trokuta ABC. Neka su tocke D i E re-
dom nozista okomica iz totke O na stranice CA i
AB. Kako je O srediste opisane kruznice trokuta
ABC, zaklju¢ujemo da se tocke D i E nalaze na si-
metralama stranica trokuta ABC, odnosno, one su
poloviSta odgovarajucih stranica tog trokuta (slika
3). Takoder je JODA = JJOEA = 90°. Kako je
O srediste trokutu ABC upisane kruznice, pravac
AO je simetrala kuta JCAB te vrijedi 4DAO =
JEAO. Dakle, trokuti ADO i AEO imaju jednu za-
jedniCku stranicu i odgovarajuci kutovi su im jed-
naki. Prema tome, oni su i sukladni, odnosno
|AD| = |AE|. Sobziromnatodasu DiE polovita
stranica zadanog trokuta, vrijedi i |AB| = |AC|.
Analogno se dokazuje i jednakost |AB| = |BC| pa
je trokut ABC jednakostrani¢an. M

C

Slika 3.
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Teorem 5. Ako je tocka O i srediste trokutu ABC
opisane kruznice i njegov ortocentar, tada je trokut
ABC jednakostranican.

Dokaz. U ovom slucaju ne mozemo odmah za-
Kljuciti nalazi li se to¢ka O unutar ili izvan zadanog
trokuta.

Neka je za pocetak trokut ABC tupokutan. Bez
smanjenja opéenitosti pretpostavimo da je AB naj-
dulja stranica trokuta. Tada se i srediSte opisane
kruznice i ortocentar nalaze izvan trokuta ABC, ali s
razli¢itih strana pravca AB. Dakle, srediSte opisane
kruznice i ortocentar se u ovom slucaju ne mogu
podudarati.

Ako je trokut ABC pravokutan, ortocentar mu se na-
lazi u vrhu pravog kuta, a srediSte opisane kruznice
na hipotenuzi pa se te dvije toCke opet ne mogu
podudarati.

Pretpostavimo sada da je trokut ABC Siljastokutan.
Tada je toCka O unutar trokuta ABC. Neka je tocka
D presjek pravca CO i stranice AB. Kako je O
ortocentar trokuta ABC, CD je njegova visina. S
obzirom na to da je O i srediSte opisane kruznice
trokuta ABC, visina CD nalazi se na simetrali strani-
ce AB, odnosno ona je ujedno i teZi$nica zadanog
trokuta (slika 1). Kao i u dokazu teorema 1 slijedi
da je |JAC| = |BC]| i zatim analogno dokazujemo
da je |AB| = |BC|. Prema tome, trokut ABC je
jednakostrani¢an. |

Teorem 6. Ako je tocka O i srediste trokutu ABC
upisane kruznice i ortocentar, tada je trokut ABC
jednakostrani¢an.

Dokaz. Neka su toCke D i E sjecista pravaca AO i
CO sa stranicama BC i AB. To¢ka O je ortocentar
trokuta ABC pa su duzine AD i CE visine trokuta
ABC. S obzirom na to da je O i srediste troku-

C

Slika 4.

tu ABC upisane kruznice, pravci na kojima leze te
visine su simetrale pripadnih kutova trokuta ABC
(slika 4). Ozna¢imo @ = JBAC, B = JCBA,
¥y = JACB. Iz pravokutnih trokuta ACE i ABD
dobivamo

Y

£ _9gp°
OC+2 9 )

o

— = 90°.
ﬁ+2 9

Ako od jednakosti o + B + v = 180° oduzmemo
prethodne dvije jednakosti, dobivamo oc = 3 = ¥
pa je trokut ABC jednakostrani¢an. M

U nastavku ¢emo pokazati da postoje i neke druge
specifi¢ne tocke trokuta koje se ne mogu poduda-
rati s nekom od Cetiriju karakteristi¢nih to¢aka tro-
kuta, osim u slucaju da je trokut jednakostranican.
Upoznajmo jednu od njih. MoZda je manje poznato
da se i pravci koji u trokutu spajaju vrhove trokuta
s diraliStem trokutu upisane kruznice na nasuprot-
noj stranici sijeku u jednoj tocki. Tu tvrdnju je lako
dokazati uz pomo¢ Cevina teorema (v. [2]).

Naime, neka je zadan trokut ABC i neka su toCke
D, E i F diralista upisane kruznice trokuta ABC sa
stranicama BC, CA i AB. Oznadimo sa U srediste
trokutu ABC upisane kruznice (slika 5). Kako je
JEAU = JFAU i |UE| = |UF]|, pravokutni tro-
kuti AEU i AFU su sukladni pa je |AE| = |AF).
Analogno imamo i |BF| = |BD| i |CD| = |CE|.
Tada je

|AF| |BD| |[CE|

|FB| |DC| |EA|
pa se prema Cevinu teoremu duzine AD, BE i CF
sijeku u jednoj tocki.

Tocku u kojoj se sijeku navedene duzine zove-
mo Gergonneova to¢ka. Ona se u jednakos-
tranicnom trokutu podudara s Cetirima karakteris-
tiénim toCkama trokuta. Na slici 5 je prikazana Ger-
gonneova to¢ka G trokuta ABC.

A F B
Slika 5.
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Sada mozemo dokazati analogne tvrdnje i za ovu
toCku, izjednacavajuci je s Cetirima karakteristicnim
to¢kama. U svakom od dokaza kre¢emo od ocite
¢injenice da se Gergonneova tocka trokuta uvijek
nalazi unutar danog trokuta.

Teorem 7. Ako je toCka O i Gergonneova tocka tro-
kuta ABC i srediste trokutu ABC upisane kruznice,
tada je trokut ABC jednakostrani¢an.

Dokaz. Neka su tocke D i E dirali§ta upisane
kruznice trokuta ABC sa stranicamaAB i BC. Kako
je O srediste trokutu ABC upisane kruznice, vrijedi
da je OD_1AB (slika 6). S obzirom na to da je O
Gergonneova tocka trokuta ABC, O pripada duzini
CD pa zakljuéujemo da je CD_LAB, odnosno CD
je visina trokuta ABC. Analogno se vidi i da je AE
visina trokuta ABC. Visine CD i AE se sijeku u
to¢ki O pa je O ortocentar trokuta ABC. Prema
tome, srediste upisane kruznice trokuta ABC se
podudara s njegovim ortocentrom pa iz teorema 6
dobivamo da je trokut ABC jednakostranican. M

Slika 6.

Teorem 8. Ako je toCka O i Gergonneova tocka i
teziste trokuta ABC, tada je trokut ABC jednako-
strani¢an.

Dokaz. Neka su tocke D i E diraliSta upisane
kruznice trokuta ABC sa stranicama CA i AB. Ka-
ko duzina BD prolazi kroz Gergonneovu tocku O,
koja je i teziéte trokuta ABC, duzina BD je tezi$nica
trokuta ABC. Analogno se vidi i da je CE njegova
teziSnica (slika 7). Neka je U srediste trokutu ABC
upisane kruznice. Tada je AU simetrala <)CAB,
odnosno JUAD = qUAE. S obzirom na to da
je i |UD| = |UE|, pravokutni trokuti ADU i AEU
su sukladni pa je [AD| = |AE|. Kako su D i E po-
lovita stranica trokuta ABC, vrijedi i |AB| = |AC].

Slika 7.

Analogno se dokazuje jednakost |AB| = |BC| pa
je trokut ABC jednakostrani¢an. B

Teorem 9. Ako je toCka O i Gergonneova tocka tro-
kuta ABC i srediste trokutu ABC opisane kruznice,
tada je trokut ABC jednakostranican.

Dokaz. Pretpostavimo za poCetak da je |AB| <
|AC|. Neka su to¢ke D, E i F dirali$ta upisa-
ne kruZnice trokuta ABC na stranicama BC, CA
i AB. Ozna¢imo |AB| = ¢, |BC| = ai |AC| = b
te |AF| = |AE| = x, |BF| = |BD| = vy,
|CE| = |CD| = z. Tada je

x+y=c, y+z=a, x+z=>.

Zbrajanjem ovih jednakosti dobivamo

a+b+c
Xxtytz=""C
2
paje y = <2 Kako je ¢ < b, imamo

a=bic < ¢ odnosno [BD| < |BP|, gdje je P polo-
viste stranice BC. Neka je N noZite visine trokuta
ABC izvrha A. Zbog ¢ < bje otitoi [BN| < |BP|.
S obzirom nato da je O Gergonneova tocka trokuta
ABC, ona pripada duzini AD. Neka je Q noZiste
okomice iz O na BC. Tada je Q € ND (slika 8).

B VY NOD P z C
Slika 8.
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Kako je |BN| < |BP| i |BD| < |BP|, vrijedi i ne-
jednakost |BQ| < |BP|. Medutim, buduéi da je
O srediste trokutu ABC opisane kruznice, znamo
da je noziste okomice iz O na BC to¢ka P. Dakle,
pretpostavka |AB| < |AC| dovodi do kontradikci-
je. Na sli¢an nacin dolazimo do kontradikcije uz
pretpostavku |[AB| > |AC|. Dakle, moze vrijediti
samo |AB| = |AC|. Analogno se dokazuje i da je
|AB| = |BC| i time smo dokazali da je trokut ABC
jednakostrani¢an. |

Teorem 10. Ako je toCka O i Gergonneova
to¢ka i ortocentar trokuta ABC, tada je trokut ABC
jednakostrani¢an.

Dokaz. Neka su tocke D i E diraliSta upisane
kruznice trokuta ABC sa stranicama BC i CA. Tada
duzine AD i BE prolaze kroz Gergonneovu to&ku
O (slika 9) koja je ujedno i ortocentar trokuta ABC,
odnosno AD i BE su visine trokuta ABC. Zato ima-
mo da je DO1BC i EO1AC. Zaklju¢ujemo da je
O ujedno i srediste trokutu ABC upisane kruznice
pa tvrdnja teorema slijedi prema teoremu 7.

Slika 9.

Jo§ jedna zanimljiva toCka trokuta je Nagelova
tocka. To je toCka u kojoj se sijeku duzine koje
spajaju vrhove trokuta s diraliStem trokutu pripisa-
ne kruznice na nasuprotnoj stranici. Ta Cinjenica
se takoder moze dokazati s pomoc¢u Cevina teore-
ma (v. [1]). Na slici 10 vidimo Nagelovu to¢ku N
trokuta ABC. U jednakostrani¢nom trokutu Nage-
lova toCka se podudara s Cetirima karakteristicnim
toCkama i s Gergonneovom to¢kom.

Dokazimo za kraj da se teziSte trokuta moze podu-
darati s Nagelovom to¢kom trokuta jedino u slucaju
da je zadani trokut jednakostrani¢an. Neka je O i
teziSte i Nagelova to¢ka trokuta ABC. Oznac¢imo s
D diraliste pripisane kruznice trokuta ABC sa stra-
nicom BC.

Slika 10.

Tada duzina AD prolazi kroz Nagelovu todku O
koja je ujedno i teziste trokuta ABC pa je AD
teziSnica trokuta ABC (slika 11). Drugim rije€ima,
|BD| = |DC|. Neka je k, pripisana kruznica troku-
ta ABC uz stranicu BC i neka su E i F diraliéta pro-
duzetaka stranica AB i AC s kruznicom k. Kako je
D diraliéte stranice BC sa k,, vrijedi |BD| = |BE|
i |CD| = |CF|. S obzirom na to da su to¢ke E i
F i diralita tangenata iz A na kruznicu k,, imamo
|AE| = |AF|, odnosno

|AB| + |BE| = |AC| + |CF|.
Kako je |[BE| = |BD| = |CD| = |CF|, slijedi

|AB| = |AC|. Potpuno analogno dokazujemo i da
je |AB| = |BC]| pa je trokut ABC jednakostrani¢an.

Slka 11.
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