problemi kroz povijest

/Zabavnl zadatak

u vezi s kretanjem puza

— dvije epizode malo poznate
ali poucne povijesti matematike

Dobro je poznato da mnogi ucenici osnovne i sred-
nje Skole (alii studentiiodrasliljudi!) daju pogresan
odgovor: 10 dana. Taj odgovor se bazira na “br-
zom misljenju” (Kahneman, 2011.) koje izgleda
“oCigledno ispravno”: Tijekom jednog dana i noci,
ukupan uspon puza je 1 metar (S5m—4m = 1 m).
Kako se puz treba popeti na visinu od 10 metara,
za taj poduhvat potrebno mu je 10 dana (i 10 noci).

Toc¢an odgovor zahtijeva detaljniju analizu i pravi-
lan uvid u rubne uvjete zadatka. Prvo je potreb-
no shvatiti da puz ne moze sti¢i do vrha “noc¢nim

Josip Slisko, Puebla, México

Medu najpopularnije zadatake zabavne matematike
sigurno spada onaj koji se odnosi na ¢udno kretanje
jednog “svojeglavog” puza. Na hrvatskim internet-
skim stranicama pojavljuje se sljedeca verzija tog
zadatka:

“PuZ se penje po stupu visokom 10 metara. Danju se
popne 5 m, a nocu se spusti 4 m. Koliko mu dana
treba da se popne na vrh stupa?”

a) 6

b) 7 c) 8 d) 9.

(http://www.matka.gradnet.hr/zabavna matematika.htm)

spustanjem”, jer bi to znadilo da je letio iznad stu-
pa. Ostaje, dakle, da puz do vrha stupa moze dodi
jedino “dnevnim penjanjem” od (najviSe) 5 metara.
Da bi to bilo moguce, puz se u prethodnim dani-
ma i no¢ima morao popeti na visinu od 5 metara
(I0m—5m =5m). Kako seza 1daniinoé
popne 1 metar, za uspon od 5 metara mu je bilo
potrebno 5 dana i 5 no¢i. Dakle, puz do vrha stupa
stize krajem Sestog dana.

Treba napomenuti da gornja formulacija problema
ne postuje “zlatno pravilo” didaktiCkog formulira-
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nja ponudenih odgovora: Pozelino je da medu
ponudenim odgovorima bude barem jedan od od-
govora do kojeg ucenici dolaze koristeci se sponta-
no nekim alternativnim nac¢inom razmisljanja o na-
laZenju rieSenja problema. DrugimrijeCima, proces
biranja ponudenih rieSenja ne smije biti proizvoljno
nizanje izmisljenih brojeva ili matematickih izraza
nego se mora temeljiti na rezultatima istrazivanja
stvarnih ucenickih rieSenja. U ovom slucaju, bolji
skup ponudenih odgovora bi bio:

a)6 b) 7 c)8 d)9 e) 10.

Kada se problem pojavio
u matematickim knjigama
| kako je rijesavan?

Ve¢ je reCeno da je problem s kretanjem puza
veoma popularan. Kao §to biva i sa Siroko pri-
hvacenim pjesmama koje se smatraju “narod-
nim”, tijekom vremena je povijesno pitanje izvor-
nog autorstva i “interpretacije” problema postalo
nevazno. Medutim, pozeljno je (i edukacijski ve-
oma korisno!) razmotriti njegove prve formulacije
i rieSenja. Naime, niz istaknutih matematicara koji
su “rieSavali” problem tog tipa radili su to na po-
vr8an nacin, bez dubljeg uvida u bit problemske
situacije.

Problem je u europsku matematiku uveo Fibona-
cci u ¢uvenoj knjizi Liber Abaci, objavljenoj davne
1202. godine (Fibonacci & Sigler, 2003 .):

“Neki je lav u odredenoj jami Cija je dubina 50 lakata.
On se dnevno popne 1/7 lakta i spusti se 1/9 lakta.
TraZi se za koliko dana ¢e lav napustiti jamu.”

Fibonacci je prvo trazio ukupni uspon lava za 63
dana, jer je 63 najmaniji zajednicki viSekratnik za
7 1 9. Dobio je da se lav za to vrieme popeo 9

1
lakata (63 7 = 9), a da se spustio 7 lakata

1
(63 S = = 7). To znaci da je ukupni uspon lava
za 63 dana bio 2 lakta. Nakon toga Fibonacci se
pita koliko dana treba proci da se lav popne ne za
2 lakta, nego za trazenih 50 lakata koji odgovaraju

Fibonacci (1170. — 1250.)

Liber Abaci

dubini jame. Odgovor nalazi primjenom proporcij-
skog postupka, koji bi se danas pisao kao:

brojdana 63 dana

50 2
Da bi izasao iz jame, lavu bi bilo potrebno 1575
50-63 3150
dana (2= = == = 1575).
ana > >

Nije teSko uociti da je Fibonacci naSao pogresan,
“brzi" odgovor, po kojem lav dolazi na rub jame tek
nakon zadnjeg 1575. spustanja (implicitna i nemo-
guca pretpostavka “leteceg lava”).

Toc¢no rieSenje nalazi se tako da se od ukupne dubi-
ne jame (50 lakata = 3150/63 lakta) oduzme dnevni
uspon zadnjeg dana (1/7 lakta = 9/63 lakta). Do-
bije se 3141/63 lakta. Taj broj se podijeli s ukupnim
dnevno-no¢nim usponom od 2/63 lakta Sto daje re-
zultat 1570.5 dana i no¢i. Medutim, broj dana i no€i
koji su protekli prije zadnjeg uspona mora biti cijeli
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broj. 1z te ¢injenice slijedi da su prije dana zadnjeg
uspona morali proc¢i 1571 dan i 1571 no¢. U tom
se vremenu lav popeo na visinu od 3142/63 lakta.
Tijekom zadnjeg, 1572. dana, lav se treba popeti
samo dodatnih 8/63 lakta (od mogucih 9/63 lakta).

8
Na taj nacin, tocno riesenje je “1571 9 dana”.

Fibonaccijevo pogresno rieSenje se ponavljalo kroz
nekoliko stolje¢a. Calandri (1491.) je lava zamije-
nio zmijom, ali su nacin kretanja, dubina jame i
1575 dana u rjeSenju ostali isti.

Njemacki matematicar Adam Riese je 1522. godine
problem formulirao za kretanje puza (Deschauer,
2013, str. 107):

“Neki puz se nalazi u bunaru na dubini od 32 lakta.

2
Svakog dana se popne 45 lakta | svake noci se

3
spusta 3Z lakta. Za koliko dana ce izaCi van?”

14
Ries prvo izrazava uspon kao 3 lakta i spustanije
15
kao — lakta, a zatim u formi s jednakim nazivni-

kom: 26 lakta i 45 lakta. Njihova je razlika 1
' p e Hhoval 2

lakta i to predstavlja ukupan uspon tijekom jednog
dana i jedne noci.

Adam Ries (1492. — 1559.)

Nakon toga, Ries izrazava i dubinu od 32 lakta u

384
dvanaestinama: T lakta. U sliede¢em koraku,

38
uzima u obzir rubne uvjete, ali, umjesto da od T

56
lakta oduzme zadnji dnevni uspon od B lakta,
45
on oduzima no¢no spustanje od T lakta. Na taj

nacin, dobiva modificiranu dubinu od T lakta.

Da bi dobio broj potrebnih dana (i no¢i), Ries mo-
dificiranu dubinu dijeli s ukupnim dnevno-noénim

11 9
usponom od I lakta pa je njegovo rieSenje 30—

11
dana. Drugim rije¢ima, puz ée izaéi iz bunara na-

9
kon $to prode 11 od zadnjeg 31. dana.

Riesov postupak je bio korak u pravom smijeru, ali je
rieSenje “30% dana” pogresno, jer od ukupne du-
bine bunara nije oduzeo dnevni uspon nego no¢no
spustanje. U kasnijim izdanjima svoje aritmetike,
Ries dolazi do to¢nog riesenja “30—4 dana’, ali se

56
koristi nepravilnim postupkom.

Kao i ranije, prvo od pocetne dubine (384/12 lakta)
oduzima no¢no spustanje (45/12 lakta). Dijeli mo-
dificiranu dubinu (339/12 lakta) s ukupnim dnevno-
-no¢nim usponom (11/12 lakta). Cjelobrojni iznos
dana i no¢i je 30. U njima puz realizira komplet-
na penjanja i spustanja. Na kraju, na ostatak od
9/12 lakta ad hoc dodaje jedno no¢no spustanje
45/12 lakta. Rezultat 54/12 tumaci kao rastojanje
koje puz prelazi u zadnjem penjanju. Rezultat piSe

27
u obliku “SOﬁ dana”.

Korektan nacin izvodenja tog rjesenja je sliedeci:
Modificirana dubina (328/12 lakta) se dobiva tako
da se od pocetne dubine (384/12 lakta) oduzme
zadnje dnevno penjanje (56/12 lakta). Kada se
modificirana dubina podijeli s dnevno-noénim us-
ponom (11/12 lakta), rezultat je 29.818 dana i noci.
Medutim, takav je matematiCki rezultat nemoguc¢ u
stvarnom svijetu. To znaci da prije zadnjeg uspo-
na mora proc¢i 30 kompletnih dana i noci. Tijekom
tog vremena, puz se popeo za 330/12 lakta, pa se
zadnjeg dana puz ne mora popeti 56/12, nego tek

broj 83 / godina 17. / veljata 2016.



54/12 lakta. Natajnacin, puz ¢e za zadnje penjanje
utro$iti 54/56 ili 27/28 od posliednjeg, 31. dana.

Fibonaccijevo i Riesovo
riesenje problema: od loSeg
tretmana do boljeg koristenja

Frank J. Swetz, jedan od svjetskih autoriteta u po-
vijesti matematickih zadataka, uvrstio je Fibonacci-
jev “problem s lavom u jami” medu izabrane proble-
me srednjovjekovne Europe bez navodenja imena
autora (Swetz, 2012., str. 87). Za problem je na-
veo zaokruzeno tocno riesenje “1572 dana” (Swetz,
2013., str. 171), ali nije spomenuo da je originalno
riesenje problema (1575 dana) bilo pogresno.

Jos je Cudniji pristup Alfreda Holla u rukopisu
Tekstualni zadatci u njemackim knjigama aritmeti-
ke u 16. stoljecu (Holl, n.d.). Holl to¢no Rieso-

27
vo rieSenje “30% dana” proglasava pogresnim,

10
a kao “to¢no” nalazi vlastito rjesenje “34ﬁ da-

Mathematical

Expeditions
Exploring Word Problems
across the Ages

Naslovnica knjige Franka J. Swetza
Matematicke ekspedicije

na”, koriste¢i se pogreSnim Fibonaccijevim pos-
384

12 _
tupkom | <7 =

12
sliénih problema kretanja (medu njima je Fibona-

ccijev problem s kretanjem lava) Holl prihvaca kao
to¢na, riesenja koja su dobivena istim postupkom.

34ﬁ I Pored toga, u nekoliko

Ove i sli¢ne epizode iz povijesti matematike u nas-
tavi bi se mogle bolje koristiti na dva nacina. Jedan
je nacin da se uCenicima objasni da neke pog-
reSke nisu znak njihove matematicke inferiornosti
nego da su one prirodan rezultat “brzog misljenja”.
Ucenici ¢e se sigurno bolje osjecati ako im se u
prikladnoj formi kaze da su takvo misljenje u istim
problemima svojevremeno primjenjivali i istaknuti
matematicari i da im je za detektiranje i korekciju
“brzog mislienja” bilo potrebno viSe od 3 stolje¢a.

Drugi nacin koristenja je da se uCenicima, koji su
naucili pravilno rjeSavati problem kretanja puza s
cijelim brojevima, predlozi da otkriju i isprave pog-
reSke u Fibonaccijevu i Riesovu riesenju u kojima
se koriste razlomci. Lako je zamisliti kakav ¢e po-
nos ucenici osjecati kada takav zadatak uspjesno
rijese!
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