Lucija Ser, Zagreb

Uvod

Promotrimo li malo svijet oko sebe, uocit ¢emo
da se matematika pojavljuje svugdje oko nas.
Izademo li na ulicu i pogledamo li u tlo, uocit éemo
razlitite geometrijske likove. Setajudi gradom ta-
ko uoCavamo raznovrsna rjesenja u poploCavaniju
ulica.

Primjerice uo¢imo da raznovrsna poplo¢avanja rav-
nih povrsina mozemo vidjeti i u nasim domovima,
u nasim kuhinjama ili kupanicama (slika 2).

Stolje¢ima su nam mnogi majstori i umjetnici pri-
kazivali razli¢ita poplo¢avanja ravnina u svojim dje-
lima. Majstori su se koristili plo¢icama za pop-
loCavanije podova i zidova zbog njihove izdrZljivosti,
vodootpornosti i ljepote, a umietnici su razlicita po-
plo€avanja slikali na svojim slikama u kojima su
prikazivali razliCite scene iz zivota.

Proucavajuci takva razlicita poplo€avanja, mozemo
se pitati kakvim se plo¢icama mozZemo Kkoristiti pri
poplodavanju neke ravne povrsine kako bi se ona
potpuno prekrila. Upravo je problem prekrivanja
ravnine nekim ravninskim likovima matematicki pro-
blem koji zovemo jo$ i problem parketiranja ili pop-
loGavanja. Drevni je to problem pa ga mozemo naci
kod starih Egip¢ana, Perzijanaca, Grka, Rimljana,
a takoder u Kini, Japanu te ostalim starim civilizaci-
jama. Problem parketiranja sastoji se u otkrivanju
nacina kako razdijeliti ravninu na mnogokute ko-
ji bi je poslozeni na odredeni nacin u potpunosti
prekrivali, bez praznina i preklapanja, uz odredene

mmisS

Dokazi poplocavanjem

ravnine

Slika 1. Primjeri raznovrsnih poplocavanja ulica

Slika 2. Primjeri poploCavanja u nasem domu

Slika 3. Johannes Vermeer: Djevojka s ¢asom vina, 1660.
(izvornik: http://commons.wikimedia.org/
wiki/File:Jan Vermeer_van Delft_006.jpg;
public domain).
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pravilnosti s obzirom na vrstu, oblik i poredak mno-
gokuta. Ravninu mozemo prekriti nekim suklad-
nim pravilnim mnogokutima, odnosno mnogoku-
tima kojima su sve stranice i svi unutarnji kutovi
medusobno sukladni. Takvo poplo¢avanje zovemo
pravilnim poploCavanjem, a jedini pravilni mnogo-
kuti kojima mozemo provesti takvo poploCavanie
ravnine su jednakostrani¢ni trokuti, kvadrati te pra-
vilni Sesterokuti. Ravninu mozemo poplocati i dvje-
ma vrstama plo€ica, odnosno dvjema (ili vise) vr-
stama pravilnih mnogokuta tako da se oko
svakog vrha nizu istim redom. Takvo pop-
loGavanje ravnine zove se polupravilno ili
Arhimedovo poploCavanje. Dakako, rav-
ninu mozemo prekriti mnogokutima tako
da to poplo¢avanje nije niti pravilno, ni-
ti polupravilno. Stovige, mozemo ravninu
poplocavati i plo¢icama koje nisu mnogo-
kuti, no bez ikakvih uvjeta i ograni¢enja
postojalo bi bezbroj rieSenja za takva po-
ploCavanja. Prouc¢imo li neka od gore na-
vedenih vrsta poplo¢avanja, mo¢i ¢emo
uoditi da s pomoéu njih mozemo dokaza-
ti neke poznate (ali i one manje poznate)
matematicke teoreme.

Pitagorin poucak

S pojmom Pitagorina pouc¢ka susreli smo se jos u
osnovnoj Skoli. Tada smo naucili da u pravokutnom
trokutu vrijedi:

=d+

pri ¢emu je ¢ duljina hipotenuze, a a i b duljine
kateta. Odnosno, ako nad stranicama pravokut-
nog trokuta nacrtamo kvadrate, vrijedit ¢e da je
zbroj povrSina kvadrata nad katetama jednak po-
vr8ini kvadrata nad hipotenuzom.

Postoji vise od 100 geometrijskih i algebarskih do-
kaza Pitagorina poucka, a poploavanjem ravnine
mozemo pokazati dokaz ovog poucka koriste¢i se
rastavljanjem i preslagivanjem.

Prouc¢imo poplo¢avanije ravnine kvadratima dviema
razli¢itih veli€ina (slika 4a)).

Prekrijmo tako poplo¢anu ravninu mrezom suklad-
nih kvadrata kako je prikazano na slici 4b). UoCimo

Slika 4. Poplocavanje kvadratima

da je stranica kvadrata koji pripada toj mrezi hi-
potenuza pravokutnog trokuta cCije su katete strani-
ce kvadrata s pomocu kojih smo poplocali ravninu
(svjetlosivi i tamnosivi kvadrati¢i). ProuCimo sada
kvadrate koji su nacrtani nad stranicama tog pravo-
kutnog trokuta (Zuti trokut na slici 4c)). Uocimo da
rastavljanjem i preslagivanjem kvadrata nacrtanih
nad katetama pravokutnog trokuta mozemo dobiti
kvadrat sukladan kvadratu nacrtanom nad hipote-
nuzom tog pravokutnog trokuta (slika 4c)). Tako
smo pokazali da je zbroj povrsina kvadrata nad ka-
tetama jednak povrsini kvadrata nad hipotenuzom.
Ovaj dokaz Pitagorina teorema pripisujemo Anna-
iriziju iz Arabije (oko 900.).

Translatiramo li mrezu sa slike 4b) tako da se vr-
hovi kvadrata te mreZze podudaraju sa sredistima
vecih kvadrata (svjetlosivi kvadrati) kojima smo po-
ploCavali ravninu, dobit ¢emo jo$ jedan dokaz Pi-
tagorina pouc¢ka s pomocu rastavljanja i preslagi-
vanja, a pripisujemo ga Henryu Perigalu. Ponovno
promatramo pravokutni trokut kojemu je duljina hi-
potenuze jednaka duljini stranice kvadrata iz mreze
i kojemu su katete stranice kvadrata s pomocu kojih
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smo poplocali ravninu (svjetlosivi i tamnosivi kvad-
rati¢i). UoCimo da rastavljanjem i preslagivanjem
kvadrata nacrtanih nad katetama tog pravokutnog
trokuta moZemo dobiti kvadrat sukladan kvadratu
nacrtanom nad hipotenuzom tog pravokutnog tro-
kuta (slika 5). Tako smo ponovno pokazali da je
zbroj povrSina kvadrata nad katetama jednak po-
vréini kvadrata nad hipotenuzom.

Slika 5.

Pitagorin pou¢ak mozemo dokazati i s druk&ijim
poplo¢avanjima ravnine. Bhaskara je sljiedeéi do-
kaz Pitagorina teorema ponudio u 12. st., a opisao
ga je rijecju “Vidi” koju je zapisao uz sliku. Kako bi-
smo prikazali taj dokaz, promotrimo poploCavanje
ravnine kvadratima i pravokutnicima kako je prika-
zano na slici 6a). Prekrijmo tako poploanu ravninu
mrezom kvadrata ¢ije su stranice dijagonale pravo-
kutnika kojima smo poploc¢ali ravninu (slika 6b)).

Oznacimo duljinu stranice kvadrata iz mreze slo-
vom ¢, a duljine stranica pravokutnika kojima smo
poplocali ravninu slovima a i b. Prou¢imo sada kva-
drat kojemu je duljina stranice jednaka c¢. Uo¢imo
da taj kvadrat mozemo presloziti u pravokutnike i
kvadrat kako je prikazano na slici 7.

a)

Slika 6.

Slika 7.

Dakle, kvadrat povrsine ¢ mozemo presloZiti u dva
pravokutnika Cija je povr§ina jednaka ab te u kvad-
rat ¢ija je duljina stranice jednaka b — a, odnosno
gija je povrdina jednaka (b — a)?.

Dakle,

> =ab+ab+ (b — a)*
? =2ab+ b* —2ab + &*

A =d + .

PoploCavanje pravokutnicima
razliCitih dimenzija

U prethodnom primjeru vidjeli smo ka-
ko ravninu mozemo poplocati kvadrati-
ma i pravokutnicima kako je prikazano
na slici 6a). Osim Pitagorina poucka,
takvim poplo¢avanjem mozemo poka-
zati i neke druge matematicke tvrdnje.
Prije svega, prisjetimo se pojmova arit-
meticke sredine i geometrijske sredine.
Aritmeticka sredina je srednja vrijednost
nekog skupa od n brojeva koja se dobi-
va dijeljenjem njihova zbroja s brojem n,
a geometrijska sredina jednaka je n-tom
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korijenu umnoska n pozitivnih brojeva. Za dva bro-

o o o a+b
jaaib aritmetiCka sredina jednaka je izrazu B

a geometrijska sredina \z/ab. Promotrimo sliku 8.

a b

Slika 8.

UoCimo da prikazani kvadrat ima stranicu dulji-
ne a + b te da se sastoji od 4 pravokutnika Cije
su stranice duljine a i b i malog plavog kvadrata.
Proucavajuéi sliku, uotavamo daje 4ab < (a+b)?
(jednakost vrijedi kada je a = b), odnosno:

b)? b
(a+b) Jap < 4t
4 2
Ovime smo pokazali nejednakost izmedu aritme-
tiCke i geometrijske sredine dvaju brojeva a i b.

ab <

Poplocajmo sada ravninu koriste¢i se trima raz-
li¢itim pravokutnicima takvim da je dvama pravo-
kutnicima duljina dijagonale jednaka 1, odnosno
onako kako je prikazano na slici 9a).

Slika 9.

Prekrijmo tako poploCanu ravninu mrezom rombo-
va kojima je duljina stranice jednaka 1 (slika 9b)).
Prisjetimo se §to nam vrijedi za pravokutni trokut:

nasuprotna kateta

sinus kuta = -
hipotenuza
) prileze¢a kateta
kosinus kuta = ——
hipotenuza

Primijenimo to na trokute od kojih se sastoji romb
na slici 9c) i preslozimo dijelove od kojih se sastoji
(slika 10a)).

cos 3
—

sin o CcOS O

sin 3

Slika 10.

Povrsina romba jednaka je umnosku duljine stra-
nice i duljine na nju okomite visine pa je po-
vr§ina romba prikazanog na gornjim slikama jed-
naka 1 - sin(o + ) (slika 10b)). S druge strane,
povrsinu geometrijskog lika sa slike 10a) mozemo
zapisati i kao sin o cos 8 + sin 8 cos a.

Tako zakljuGujemo da je

sin(o + ) = sin o cos f + sin f cos .

PoploCavanje ravnine
proizvoljnim Cetverokutima

Osim pravokutnicima i kvadratima, ravninu mozemo
poplocati nekim opcenitim, proizvoljnim Cetveroku-
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A

a)

tima, koji mogu biti konkavni ili konveksni. Primjer
takvog poploCavanja mozemo vidjeti na slici 11a).

Prekrijmo tako poploc¢anu ravninu paralelogramima
Cije stranice su paralelne i jednakih duljina kao i di-
jagonale Cetverokuta kojima smo poplocali ravninu
(slika 11b)). Povrsinu tih paralelograma ozna¢imo
slovom P, a povrsinu cetverokuta kojim smo prek-
rivali ravninu slovom Q. Promatrajuci tu poplo¢anu
ravninu i mrezu paralelograma, uoCavamo da je
P =20 (slika 11¢)).

Na kraju napomenimo kako gore navedeni primjeri
dokaza poplo¢avanjem ravnine nisu jedini primjeri
takvog tipa dokaza matemati¢kih teorema. Pop-
lo¢avanjem ravnine, primjerice, mozemo dokazati i
formulu:

cos(a — fB) = cos cxcos  + sin o sin f3.

Osim toga, poplocavanjem ravnine mozemo doka-
zati i sliede¢a dva teorema:

Teorem 1. Nacrtamo i 4 duZine takve da je sva-
koj od tih duZina jedna krajnja toCka vrh kvadrata,
a druga poloviste susjedne stranice kvadrata, kako
Jje prikazano na slici 12a), onda je povrsina manjeg
kvadrata koji nastaje konstruiranjem tih duzina jed-
naka petini povrsine poc¢etnog kvadrata.

a) b)
Slika 12.

Slika 11.

Teorem 2. PovrSina kvadrata upisanog polukrugu
2

jednaka je 5 povrsine kvadrata upisanog krugu is-

tog polumjera (slika 12b)).

Bez sumnje, mozemo zakljuciti kako proucavajuci
poplo¢avanja ravnina mozemo vidjeti mnoge liepo-
te matematike, ukljucuju¢i razne teoreme i njihove
dokaze.
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