Matematicki pojmo

Kodomena

Senka Sedmak, Zagreb

U razgovoru s u¢enikom izrazila sam ne-
davno neslaganje s tvrdnjom da je skQpl|
kodomena funkcijex — sirfx. Istovreme-
no, podrzala sam ga u tvrdnji da je upravo taj
segment realnih brojeva skup slika promatra-
ne funkcije. Kad sam primjerima ilustrirala
razliku izmed ta dva pojma, srela sam se s
iznenaenim i glasnim protestom: “Zas mi
to nikad nitko nije rekao?” Evo argumenata
koje sam ponudila u obranu svoje tvrdnje:

Definiciju pojma kodomene potraZilismo
u “Matematickojanalizi” Laurenta Schwartza:
“Neka suD i K dva neprazna skupé,prid-
ruZivanje koje svakom elemenguiz D prid-
ruZuje neki element iK oznaen f (x). Tada
se pridruzivanjd naziva funkcijom definira-
nom naD, s vrijednostima (K ili preslikava-
njem skupaD u skupK i piSe sef : D — K.
Skup D se zove domena ili ishodni skup, a
skupK kodomena ili kona¢ni skup funkcije
f.” I dalje — “funkciju f po definiciji zove-
mo surjektivnom ili surjekcijom, ako je svaki
element iz kodomene slika, pri preslikavanju
f, bar jednog elementa iz domene.”

Dakle, surjektivnost neke funkcijezna-

i da je za tu funkciju skup njezinih vrijedno-
sti {f(x) : x € D} (zove se jos i skup slika
jednak kodomeni.

Ako f nije surjektivna, onda je nje-
zin skup vrijednosti pravi podskup kodome-
ne. Zelimo li istaknuti posebnost surjektivne
funkcije i naglasiti da je kod nje svaki ele-
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ment kodomene slika nekog elementa dome-
ne, reccemo daf preslikava skuf na skup

K. Opcenito, kodomena funkcije sadrzi skup
njezinih slika.

Iz ove definicije ne slijedi nuznost raz-
likovanja pojma kodomene od pojma skupa
vrijednosti funkcije. Samo ¢udi uvetje su-
visnih pojmova. Ako je kodomena istoosi
skup vrijednosti funkcije, onda je svaka funk-
cija surjektivna, pa je pojam surjektivnosti
kao i pojam skupa vrijednosti suvisno uvodi-
ti. Ako pak nije, nego u skladu s definicijom
kodomenuK zadajemo prije definiranja pre-
slikavanja, koje ¢e morati primati vrijednosti
iz skupaK, ali ne i iscrpiti Citav skug, onda
je dozvoljeno da skup vrijednosti funkcije bu-
de pravi podskup njene kodomene. Ne vidise
iz definicije zasto bismo mi tu dozvolu u slu-
¢aju nekih funkcija koristili, a u sluaju nekih
drugih funkcija ne. Koristimo li je u slu¢aju
funkcije o kojoj smo poceli razgovarati, dak-
le funkcije zadane formuloni(x) = sirf x,
mozda je kodomena mogla biti odabrana kao
skup [0, 2007 ili npr. {—1, 2), iako nije vi-
dljivo kakvo razmisljanje bi nas navelo na
odabir bas jednog od ta dva skupa.

U Zzeljida problem raspravimo na primje-
rima jednostavnih funkcija, prisjetila sam se
posljednje tri stvari o kojima sam mislila prije
pisanja teksta o kodomeni, pa ih upotrijebila
za konstrukciju primjera funkcije definirane
na troclanom skupu:
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Primjer 1. Jedno primljeno pismo po-
budilo je kod mene osjecaj radosti, pogled na
crvenu keramicku zdjelicu asocirao je misao

na salatu od graha, a prisje¢anje na razgo-

vor s uenikom naveo me na razmisljanje o
kodomeni. Tu se radi o asocijativnom pridru-
Zivanju. TroClanom skup®={pismo, zdje-
lica, sjecanjé pridruZeni su elementi dru-
gog troClanog skup& = {radost, salata,
kodomena.

Jos jedan primjer funkcije definirane na
tro¢lanom skupu pomaZe da se aoane
razlike:

Primjer 2. Zanimalo me stanje namom
tekuéem racunu na kraju prva tri mjeseca ove
godine, pa sam s®, oznacila stanje na svom
tekuéem racunu krajem—tog mjeseca ove
godine, pri Cemu ja € {1 2 3}. Tako sam
troClanom skupD = {1, 2, 3}, koji se sa-
stoji od rednih brojeva promatranih mjeseci,
pridruZila elemente drugog tro¢lanog skupa

K={S % S}

Vrijednosti funkcija iz posljednjeg pri-
mjera ja sam usporédila meadisobno, us-
poredvala sam ih, a i zbrajala, s vrijednos-
tima analogno definirane funkcije na sljede-
¢em tromjesec¢nom razdoblju. Zbrajala sam
ih metusobno. Povremeno sam Zeljela znati
koliko bi moj novac na racunu vrijedio u ne-
kim devizama, pa sam vrijednosti promatrane
funkcije morala mnoZziti brojem.

Ni jedan od tih postupaka nije smislen
za funkciju iz primjera 1. Niti je na skupki
iz primjera 1 definiran ureaj, operacija zbra-
janja ilimnozenja brojem, niti postoji interes
da se nesto od toga pokusa definirak. u
ovom primjeru nije nista viSe od skupa.

Primjer 3. Pri rjeSavanju nekog prob-
lema u okviru promatranja ponasanja realne
funkcije realne varijable pojavila se potreba
diskutiranja prvo jednadZzbe 3+ cosx=d
i zatim jednadbe asir’x + bcosx = d
(a b, deR).

208

Jedna od funkcija vazna za ovaj prob-
lem upravo je funkcija spomenuta na pocetku
teksta. Radi se o funkciji definiranoj za sve
realne brojeve, Gija je formulf(x) = sirf x.
Vrijednosti ove funkcije su realni brojevi, ne
svi, nego oni iz segmentq, 1].

Druga funkcija opisana formulom
g(x) = cosx takotkr je definirana za sve real-
ne brojeve, prima vrijednosti iz skupa realnih
brojeva, ali skup vrijednosti joj je segment
-1, 1].

Obje funkcije imaju domen®. Disku-
tirajmo izbor kodomene. U slu€aju funkcije
f, kodomena ne moZe biti'azod [0, 1], za
funkciju g ne moZe biti ta od[—1, 1]. Ali
mi Zelimo zbrajati te dvije funkcije. Ni jedan
od navedena dva skupa nije dovoljno Sirok da
sadrZi i rezultat zbrajanja za svaku méguc
vrijednost varijable. Nije teSko nacijedan, ili
¢ak beskona¢no mnogo, skupova koji ¢e sa-
drzavati sve moguce rezultate zbrajanja vri-
jednosti funkcijaf i g zaistix € D. Od svih
njih, nama su prihvatljivi samo oni, koji isto-
vremeno sadrZavaju i rezultate mnoZenja svih
mogucih vrijednosti funkcije proizvoljnim
realnim brojemai odgovarajucih vrijednosti
funkcije g proizvoljnim realnim brojenb.

Takav skup, koji bi sadrZavao sve linear-
ne kombinacije, s realnim koeficijentima, od
f(x), g(x), ¥x € R, ne moe biti uz (pravi
podskup od skupa realnih brojeva. Nepot-
rebno je da bude Sifipravi nadskup, pa je
razumno skup realnih brojevR odabrati za
zajedniCku kodomenu funkcijg, g.

U primjeru 1 nije imalo smisla uvoditi
algebarske operacije ili urefd Zato ovdje
nema nikave Stete proglasimo li skifpko-
domenom.

U primjeru 2 zanimljive su nam neke ra-
c¢unske operacije. Treba razmisliti koje su to
operacije smislene za ovaj slucaj i odabra-
ti dovoljno Siroku kodomenu, da ni jedne od
tih operacija ne daje rezultat izvan odabranog
skupa.

| prije svega — treba odabrati kodomenu
takvu, da su u njoj odabrane operacije uop-
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Ce definirane. Sustina ove primjedbe bila je
neopravdano ignorirana u dosadasnjoj anali-
Zi primjera 3 ovog €lanka, ali i od mnogih
drugih autora, u mnogim drugim prilikama.
Radi se o tome da zahtjev za izborom tak-
ve kodomene u kojoj su definirane algebars-
ke operacije proturijeci definiciji kodomene
kao izvjesnog skupa. Naime, na skupu ni-

gacen algebarskom strukturom. | dalje govo-
rimo o skupuK, iako postojanje algebarske
strukture na njemu opravdava drugaciji naziv.
Zato o pojmu kodomene nije uputno ras-
pravljati na primjeru funkcija koje imaju vri-
jednosti iz skupa gdje algebarske operacije
nisu definirane. Tu, naime, ne postoji potre-
ba da kodomena bude Sira od skupa vrijedno-

su definirane algebarske operacije zbrajanja sti. Tocnije, ne postoji potreba razlikovanja

i mnoZenja.

Algebarska struktura skupa je siromas
— razlikuje samo pripadanje od nepripadanja.
Ponekad je prikladno i moguce na skup od
bar dva elementa uvesti binarne operacije, u
odnosu na koje je skup zatvoren. Te operaci-
je u nekim slu¢ajevima mogu imati dovoljno
“lijepa” svojstva, da ih moZzemo zvati zbra-
janjem i mnoZenjem. Ako je tako, a kod
skupa realnih brojeva jest tako, onda se tako
“obogacen” skup zove poljem realnih broje-
va. Nove atribute tom imenu pribavlja-c
njenica da tu postoji jos i uregls potrebnim
“lijepim” svojstvima, te svojstvo potpunos-
ti. Zbog jednostavnosti mi govorimo o skupu
realnih brojeva, a mislimo na znatno &6z
niju strukturu, koriste¢i svakodnevno njezina
svojstva. Samo tako je mogucée razumijeti, da
¢e u primjeru 3 trebati za kodomenu odabrati
“skup” realnih brojevaR. Usvajamo dogo-
vor da govorimo i piSemo jednostavno skup
R, misleéi na to daR ipak nije samo “go-

li” skup, nego je nama narocito vaa da s
njegovim elementima mozemo racunati i us-
poredvati ih na uobiCajeni nacin.

Odavde slijedi da pojam kodomene do-
biva svoj puni smisao tek kad prou¢avamo fa-
miliju funkcija, pa unaprijed Zelimo osigurati
mogucénost provoehja nama vaznih algebar-
skih operacije izborom zajedni¢ke kodomene
— skupaK obogacenog potrebnom algebars-
kom strukturom.

Dakle, pri promatranju familije funkcija
i izbora prikladnog skupK koiji ¢e biti njiho-
va zajedniCka kodomena, najvaZnije ham je
uzeti u obzir svojstva po kojimi nije skup.
Tu se misli — nije samo skup, nego je on obo-
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ta dva pojma.

Mnogo ®&¥e od takvih funkcija u pri-
lici smo raditi s realnim funkcijama realne
varijable. Razumno je za sve njih odabrati
skup realnih brojev&® kao zajednicku kodo-
menu. To ¢e nam omoguciti da s funkcijama
vrSimo neke algebarske operacije, rjeSavamo
jednadzbe i nejednadzbe u kojima se takve
funkcije pojavljuju.

Skup kompleksnih brojevaC (narav-
no, obogacen odgovaraju¢om algebarskom
strukturom odabrat ¢emo za zajediie ko-
domenu kad radimo s funkcijama €ije su vri-
jednosti kompleksni brojevi, kojima imagi-
narni dio ne mora biti nula. Razlozi su isti
kao gore. Kako u skup@ nije definiran ure-
daj, u takvom se slu€aju unaprijed odricemo
mogucnosti koristenja nekih pojmova, smi-
slenih i vaznih za funkcije s — R, ali
liSenih smisla za funkcije s kodomenoth
Takvi su npr. pojam monotonosti ili ekstrem-
ne vrijednosti funkcije.

U nekim slucajevima bit Ce za kodomenu
zgodno odabrati skup cijelih brojeva Ra-

di se uvijek, pa i tu, o zajednickoj kodomeni
skupa funkcija. Potreba za dovoljno Sirokom
kodomenom obogac¢enom dovoljnim brojem
dovoljno pravilnih operacija, proistiCe iz po-
trebe da se s tim funkcijama nesto i rauna, a
ne da se one samo evidentiraju.

Na poslijetku, moZemo razmisliti ima li
segment|0, 1] spomenut na pocCetku, Sansu
da bude kodomena bilo koje funkcije.

Navedimo primjer kad je to tako. Funk-
cija distribucije vjerojatnosti bilo koje slu-
Cajne varijableX definirana za svakk € R
formulom F(x) = P(X < x) (tj. kao vjero-
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jatnost dogadja da vrijednost sluCajne vari-
jable X ne bude veca od realnog brojane
samo da uvijek prima vrijednosti iz segmen-
ta[0, 1], nego i bilo koja algebarska operacija
sa vrijednostima izvan ovog segmenta nema
vjerojatnosnu interpretaciju. Radi se o to-
me, da su sluCajne varijable, a o njima je
ovdje rije¢, vezane uz zadani prostor vjero-
jatnosti(Q, A, P). Tu je algebra dogaga.4
Booleova algebra, koja dozvoljava skupov-
ne operacije unije, presjeka i komplementa
u odnosu na sigurni dogafQ i zatvorena
je s obzirom na njih. P je vjerojatnost na
A. Operacije algebre na doggina ne iz-
vode odgovarajuce vjerojatnosti iz segmenta
[0, 1]. Operacije s vrijednostima funkcije
koje daju rezultate izvan navedenog segmen-
ta, kao npr. mnoZenje funkcije distribucije
realnim brojema ¢ [0, 1] ili zbrajanje funk-
cija distribucija dviju sluCajnih varijabli, ni-
su smislene unutar teorije vjerojatnosti. Zato
segment realnih brojeV@, 1] s induciranom
algebarskom strukturom realnih brojeva, ima
smisla odabrati za zajedniCku domenu funk-
cija distribucije razliitih slu¢ajnih varijabli.
Ovaj Clanak je namjerno neprecizan u
imenovanju i definiranju algebarskih struk-
tura. Razlog tome je Zelja da se sugerira nas-
tavniku matematike u srednjoj Skoli, osobito
gimnagziji, moguc¢nost ukazivanja na bitna pi-
tanja definiranja funkcije i bez ulaZzenja u sve
detalje i svo nazivlje algebarskih struktura.

Smatram, da je u srednjoj Skoli mogu-
¢e objasniti kako je i sam pojam kodomene
i izbor kodomene zajednicke za neku fami-
liju funkcija, uvjetovan izborom algebarskih
operacija koje na tu familiju funkcija Zelimo
primjenjivati. Izbor kodomene prethodi za-
davanju funkcije. Skup vrijednosti funkcije
slijedi iz zadavanja domene i propisa prid-
ruzivanja. Nakon zadavanja funkcije ez
mo ga odrediti, za svaku funkciju posebno.
Ponekad ¢e se dogoditi da skup vrijednos-
ti pojedine funkcije bude jednak zajedkdj
kodomeni skupa funkcija s kojim radimo, pa

onda takva posebna pojava zasluZuje i poseb-
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no ime — surjektivnost.

Ako nas nikakve raCunske operacije na
skupu funkcija ne zanimaju, onda nas ne za-
nima ni kodomena. Nastavnik koji procje-
njuje da je i kratki razgovor o racunskim
operacijama, koji ne ulazi u srednjoskolci-
ma teske detalje niti ih optere¢uje neobi¢nim
nazivima, preteZzak za razinu njegove skole,
najbolje ¢e, po mom misljenju, uciniti ako
kodomenu uopée ne spominje.

Onaj nastavnik koji Zeli biti odreghiji u
svom izlaganju negés je to ovajtanak, po-
segnut ¢e za udZbenikom matematicke anali-
ze i linearne algebre.

Moguce se priklonitii srednjem rjeSenju.
Na pocetku izu€avanjarealnih funkcija realne
varijable moZe se reci i zapisati da ¢e se sad
neko vrijeme promatrati funkcijé : R — R.

To znaCi npr. da se broj koji nije realan ®ec
priznati kao nultocka ili mogucéa vrijednost
funkcije, ali i to da s takvim funkcijama mo-
Zemo raditi raCunske operacije, ili govoriti
0 urethju, postujuéi zakonitosti koje uceni-
ci ve€ poznaju. Za ucenike Ce biti dovoljno
instruktivnho ako ih upozorimo da zbog toga
uzimamoR kao zajednicku kodomenu npr.
funkcija x — Sirfx, X — 25, X — 2X + 3,
dok o skupovima vrijednosti tih funkcija ne
moZemo mi odlucivati. To Ce biti redom sku-
povi [0, 1], Rt = (0, x), R = {(—o0, 00).
Samo posljednja nrednavedenim funkcija-
ma je surjektivna. Injektivna je jasx — 2,

pa stoga i ona ima inverznu, definiranu, jas-
no, na skupu njenih vrijednosti. Nakon toga,
razumno je ucenicima ukazati da u slucaju
na primjer familije funkcijaf : R — Cili

f . C — C nema smisla govoriti o ekstre-
mu ili monotonosti funkcije. Ti pojmovi de-
finiraju se uz pomo¢ uregja, a skupC ne
posjeduje ured.

Te ili slicne primjedbe pomacte ute-
nicima da razumiju o ¢emu govorimo, kad
govorimo o kodomeni.
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