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Problem solving

li rieSavanje matematickih problema
— pregled literature

Ana Kuzle, Potsdam,
Njemacka

RjeSavanje problema je temelj Skolske matematike. Bez sposobnosti rie§avanja problema,
primjenjivost i produktivnost matematickih ideja, znanja i vjestina je jako ograni¢ena.

Pocetkom 21. stolje¢a “ubrzana matematizacija ra-
da u gotovo svim podrucjima poslovanja, indus-
trije, privatne sfere te druStvenim i prirodnim zna-
nostima zahtijeva od ucenika poznavanje mate-
maticke tematike opsirnije i raznolikie od ono-
ga $to pruza program Skolske matematike” (Fey,
Hollenbeck i Wray, 2010. str. 41), stvarajuéi do-
sad nezapamcéen izazov Skolskoj praksi. Sadrzaj
koji se trenutno poucava na satovima matema-
tike iziskuje puno vise od pukih aritmetickin ili
ratunskih vjestina te zahtijeva nadogradnju i pri-
mijenjivost postoje¢eg znanja i fleksibilnost u raz-
misljanju. Dakle, s jedne strane, obrazovne ins-
titucije duzne su educirati gradane koji su u mo-
gucnosti biti dio globalno-tehnoloskog drustva, dok
u isto vrijeme, moraju promisljati o trenuta¢nim re-
zultatima istrazivanja u nastavi i u¢enju matematike
u nastavnoj praksi. Pridavanje paznje rjesavanju
problema na satovima matematike prepoznato

(NCTM, 2000. str. 182)

je kao sredstvo u ostvarivanju navedenih ciljeva.
Medu znanstvenicima matematic¢kih podrucja pos-
toji konsenzus kako sposobnost rjeSavanja ma-
tematiCkin problema (problem solving) nije te-
melj samo za bavljenje matematikom ve¢ i za
ucenje i poucavanje matematickog sadrzaja (npr.
National Council of Teachers of Mathematics —
NCTM, 1980.; 1989.; 2000.; Schoen, 2003.).

Rjesavanje matematickih
problema

Naglasak na rjeSavanju problema u matematici
seze u daleku proslost. Stanic i Kilpatrick (1989.)
istrazivali su povijest rieSavanja matematickih pro-
blema te naveli primjere problema u starom Egiptu
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metodika

i Kini. Primijetili su da su “problemi zauzimali sre-
didnje mjesto u matematiCkom nastavnom kurikulu
od antickog doba. . . rjeSavanje problema nije” (str.
1). Tek su se 1980-ih metodicari matematike slozili
oko ideje razvijanja sposobnosti rieSavanja proble-
ma te je ono postalo fokus matematike kao nacin
za poucavanje kurikuluma i ispunjavanja ciljeva ob-
razovanja (Stanic i Kilpatrick, 1989.).

U radu madarskog matematiCara Georgea Pélye
prikazan je temeljit i iscrpan pregled rieSavanja pro-
blema. Slijedeci Polyu (1945./1973.), za kojeg je
rieSavanje matematickih problema bila glavna te-
ma u knjizi “Kako ¢u rijesiti matematicki zadatak”,
americki NCTM (1989. i 2000.) je snazno prigrlio
ideju razvijanja sposobnosti rieSavanja problema u
nastavi matematike. NCTM smatra da rjeSavanje
problema treba biti glavni fokus Skolske matemati-
ke iz nekoliko razloga:

(1) zbog izgradnje novih matematickih znanja

(2) zbog riesavanja problema koji se namecu u
matematici, ali i u drugim kontekstima

(3) zbog primjenjivanja i prilagodavanja razli€itih
strategija rieSavanja problema i

(4) zbog pracenja i promisljanja procesa rieSava-
nja matematickih problema.

NCTM (2000.) navodi: “Rjesavanije problema nije
samo cilj uCenja matematike, ve¢ i jedan od glav-
nih nacina u¢enja. Ovladavajuc¢i sposobnoscu rie-
Savanja problema u matematici, ucenici usvajaju
nacine razmisljanja, navike upornosti i znatiZelje, te
snalazenje u nepoznatim situacijama” (str. 52).

Ovakav pristup omogucuje ucCenicima da stra-
teSki razmisljaju dok istovremeno uce matema-
tiCki sadrzaj. Konkretnije, od uCenika se trazi mo-
gucénost analiziranja povezanosti razli¢itin dijelova
problema, predstavljanja problemske situacije, od-
luCivanja o putu rjeSenja, prac¢enja njihova napre-
tka, provjeravanije rjeSenja i procjenjivanja oprav-
danosti rieSenja. U izvjes¢u je naglaSena vaznost
nastavnika kao promicatelja metakognitivnog i ref-
lektiraju¢eg ponasanja jer se kroz te procese mogu
razvijati matematicke vjestine i ideje, tj. uloga nas-
tavnika nije samo pomoci uCenicima u rieSavanju
problema, ve¢ ih nauciti kako razviti procese pot-
rebne za uspjesno rieSavanje problema.

Kroz godine su matematicari i metodi¢ari matema-
tike ponudili mnoge definicije problema i rjeSavanja
problema bez postizanja zajedni¢kog dogovora.
Primjerice, Polya (1962./1981.) je rjeSavanje prob-
lema opisao kao “pronalazenje puta iz poteskoca,
nacin prelaZzenja prepreke, postizanje cilia ko-
ji nile mogucte isprva posti¢i” (str. v). Mayer
(1998.) je pak opisao da “problem nastaje prili-
kom suoCavanja s danom situacijom — nazovimo to
danom situacijom - ali vi Zelite drugu situaciju — na-
zovimo to ciljanim stanjem — medutim nema ocitog
nacina ostvarenja vaseg cilja” (str. 123). Lesh i
Zawojewski (2007.) opisuju: “Zadatak ili ciljano
orijentirana aktivnost postaje problem (ili problema-
tiéna) kada 'onaj koji rieSava problem’ (Sto moze bi-
ti grupa struénjaka koja zajednicki suraduije), treba
razviti produktivniji na¢in razmisljanja o odredenoj
situaciji” (str. 782). S druge strane, rjeSavanje
problema je usmjeren kognitivni proces (Schunk,
2008.); odnosno rjesenje problema se odnosi na
kognitivni proces u kojem 'onaj koji rieSava prob-
lem’ odlucuje kako rijesiti situaciju u kojoj se nalazi,
a rjeSenje nije odmah vidljivo. Preciznije, Lesh i
Zawojewski (2007.) definiraju rjesavanje matema-
tickog problema kao proces interpretacije situacije
s matemati¢kog gledista, $to inaCe ukljucuje ne-
koliko ponavljajucih ciklusa izrazavanja, testiranja i
revizije matematickih interpretacija, kao i sortiranje,
integriranje, mijenjanje, reviziju ili preradu skupine
matematickih pojmova iz raznih tema unutar i van
matematike (str. 782).

RjeSavanje problema je izuzetno slozeno ljudsko
djelovanje koje uklju¢uje mnogo vise od jednos-
tavnog prisje¢anja ¢injenica i koncepata, odnosno
primjene prethodno usvojenih postupaka, koji su
Cesto nevidljivi poCetnicima u rieSavanju problema,
iako je jedan od ciljeva nastave matematike bio
da nastavnici kod uCenika razviju viestine potreb-
ne za uspjeh u rjesavanju problema. Umjesto to-
ga, rieSavanje problema zahtijeva brojne kognitivne
aktivnosti i razne vrste znanja. Vjestine planiranja,
pra¢enjai prerade strategije jednako su vazne kao i
posjedovanije znanja iz Sireg podrucija (Schoenfeld,
1985.). Autori (npr. Garofalo i Lester, 1985.; Lester,
1980.; Schoenfeld, 1985. 1 1987.) su takoder istak-
nuli da prisutnost kognitivnin procesa, bez dostatne
kontrole i pracenja odluka nisu dovoljni za potpuno
rieSavanje problema. Posebice se nemoguénost
uCenika da
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(1) pristupi znanju i organizira znanja koja ve¢ po-
sjeduje
(2) planira strategije za implementaciju onoga $to
je poznato
(8) nadzire ucinkovitost tih strategija kao ¢imbenika
koji nepovoljno utjecu na uspjesnost riesavanja
problema,
¢ini kao jedna od glavnih prepreka u rjeSavanju
problema. Isto tako, Mayer (1998.) istice da se
uspjesno rieSavanje problema ne oslanja samo na
posjedovanje matematickin znanja, nego i na ukla-
panje i izvodenije triju komponenata: vjestina (po-
drucje specifitnih znanja), metavjestina (strategije
0 tome kako i kada se koristiti i kontrolirati znanja),
i volje (motivacija i zanimanje za zadatak). Mayer
smatra da stru¢nost u bilo kojoj od komponenata
ne garantira uspjesno rjeSavanje problema. Onaj
koji rieSava problem mora biti vjest u koordinira-
nju tih triju komponenata istovremeno. Takoder,
onaj koji rieSava problem treba znati koju strategi-
ju upotrijebiti, pod kojim uvjetima i kako se njima
fleksibilno koristiti. Medudjelovanje ovih triju vari-
jabli je izazov za mnoge udenike. Stovige, Dewey
(1933.) je refleksivno mislienje smatrao posebnim
oblikom rieSavanja problema; promisljanje o tome
kako rijeSiti problem podrazumijeva odredenu sis-
tematizaciju ideja i njihovo povezivanje s prethodno
poznatim.

Iz toga proizlazi da se kompetencija rieSavanja

problema povezuje s kognitivnim (ovdje heuris-

tickim), motivacijskim ivoljnim znanjima, vjiestinama

i postupcima pojedinca potrebnim za samostalno,

ucinkovito i uspjesSno suoavanje s matematickim

problemima (Bruder, 2002.; Heinze, 2007.; Kuzle i

Gebel, 2016.). U skladu s tim, u€enici trebaju

(@) usvojiti pristupe (heuristika) rjeSavanju mate-
matickih problema i nauciti kako ih uspje$no
primijeniti u odredenoj situaciji

(b) razviti refleksivnost za vlastite postupke i

(c) razvitispremnost nanaporanrad (Bruder, 2002.).

RjeSavanje problema je sposobnost neodvojiva
od samoregulacije (npr. moguénost promisljanja
i spremnosti da se napravi napor). Buduéi da
rieSavanije problema obuhvaca toliko razlicitih vjes-
tina, za mnoge ucenike rieSavanje problema nije
jednostavan zadatak. Medutim, razliCite nastav-
ne viezbe mogu pomoci ucenicima u razvoju ovih
kljuénih sposobnosti (vidi dalje za viSe detalja).

Modeli rieSavanja matematickih
problema

Postoje razli¢iti modeli koji opisuju proces pro-
nalazenja rieSenja od samog pocetka do kraja.
U nastavku ¢u opisati najce$ce koriStene mode-
le rieSavanja problema Polye i Schoenfelda koji ¢e
pomoc¢i u razumijevanju procesa rieSavanja prob-
lema.

Model rieSavanja problema Georgea Polye

RjeSavanje matematickih problema glavna je tema
u knjigama Georgea Polye “Kako ¢u rijesiti mate-
maticki zadatak” i “MatematiCko otkrice”. Pdlya
(1945./1973.) predlaze dobro poznat model rje-
Savanja problema u Cetiri faze koje su Kkljucne u
procesu rjesavanja matematickog problema:

(1) Razumijevanje problema. Razumijeti problem
usmeno. Odrediti nepoznanicu, podatke i uvje-
te. Analizirati podatke i uvjete. Nacrtati skicu i
uvesti odgovarajuci sustav oznacavanja. Raz-
dvoijiti dijelove uvijeta radi lakSeg razumijevanija.

(2) Stvaranje plana. Pronaciveze izmedu podataka
i problema. Razmotriti ranije koriStene metode
te mogu li se one primijeniti na dani problem.
Razviti plan o tome koje racune i korake je pot-
rebno napraviti kako bismo rijesili nepoznanicu.

(3) lzvrSavanje plana. Pregledati plan rieSavanja
problema. PaZljivo provjeriti to¢nost svakog ko-
raka. Primjena plana rjeSavanja problema.

(4) Osvrt. Preispitati rieSenje provjerom rezulta-
ta. Ispitati smislenost rjesenja. Razmisliti o
drukéijem dolasku do rezultata, koriste¢i se re-
zultatom, metodom ili navodeci drugi problem
za rjieSavanje.

Naravno, taj proces nije linearan, ve¢ je po prirodi
dinamican, ciklican i ponavljajuc¢i. Mogu se pojaviti
krivi koraci te onaj koji rieSava problem istovreme-
no mora pratiti svoj rad i ako je potrebno, iznova
se vracati na prethodne korake i mijenjati strate-
gije sve dok ne dode do rjeSenja. Primjerice, u
poku$aju stvaranja dobrog plana, moze se javiti
potreba za boljim razumijevanjem problema; tada
se ucenik mora vratiti unatrag i ponovno pokusati
bolje razumijeti problem. Slika 1 ilustrira dinami¢nu



postavljanje

metodika

i ciklicku prirodu modela Georgea Polye, ali dodaje
fazu postavljanja problema koja se temelji na ra-
du Browna i Waltera (citirano u Wilson i sur., 1993,
str. 61). U ovom problemskom modelu, bilo koja
od strelica ozna¢ava uCenikov proces razmisljanja
prilikom rieSavanja matematickog problema.

razumijevanje
problema

problema

/ \ stvaranje
K osvrt v )

\//

izvrSavanje
plana

Slika 1. Dinamicko-cikliCka inter-
pretacija modela Georgea Polye

lako Pdlya u svojem radu ne spominje pojam meta-
kognicije, svaka od Cetiriju faza u navedenom mo-
delu je po prirodi metakognitivna. Na primjer, u
fazi osvrta (Polya, 1945./1973.), onaj koji rieSava
problem moze si postaviti razna korisna pitanja:
“Sto je bila presudna to¢ka? Koji je bio glavni
problem? Sto sam mogao napraviti bolje? Sto
mi je promaklo?” (str. xii). Opcenitije, Pdlya od
ucenika ocekuje da promislja o raznim strategijama
(koristenjem prikaza, gledaju¢i svaki sluc¢aj poseb-
no, vra¢ajuci se unatrag, stvaranjem jednostavni-
jeg problema), nacinima razmisljanja i dostupnim
obrascima (npr. analiza i sinteza; variranje; ana-
logija; generalizacija i specijalizacija; apstrakcija i
konkretizacija; razlikovanje predmeta; superpozi-
cija predmeta; eksperiment; metoda neodredenih
koeficijenata; supstitucija i metoda vra¢anja veza).

Schoenfeldov model rieSavanja problema

Schoenfeld (1985.) je prediozio okvir za matema-
ticko rjeSavanje problema koji se oslanja na teoriju
da je u€enikova sposobnost rieSavanja nerutinskih
problema funkcija sa sljede¢im &etirima kompo-
nentama: resursi, heuristika, metakognitivna kon-
trola i sustavi uvjerenja.

Resursi se odnose na Cinjeni¢no i proceduralno
znanje, tj. na matemati¢ko znanje koje ucenik pos-
jeduje ukljuCujuci Cinjenice i algoritamske postup-
ke, rutinske ne-algoritamske postupke, intuicije i
“saznanja o dogovorenim pravilima za rad u do-
meni” (Schoenfeld, 1985. str. 15). Ovo su temelji
0 kojima ovise sve ostale kategorije. Kako bismo
bolje ilustrirali navedeno, recimo da ucenik koji ne
zna kako pronaci derivaciju pokusava rijeSiti prob-
lem Koji zahtijeva poznavanje nagiba tangente kri-
vulje. Bez obzira na to koliko je poku$aj domisljat,
gotovo je nemoguce doci do rieSenja jer ucenik ne
posjeduije alate potrebne za samostalan uspjeh.

Heuristika se odnosi na strategije koje se koriste za
istraZivanje i analizu aspekata nerutinskih proble-
ma u pokusaju da se formuliraju putovi do rjesenja.
Pdélya (1945./1973.) opisuje alate i tehnike za pro-
cese koji se nazivaju heuristickim. Ti procesi su
opce prihvaceni kao temeljni okvir za razvoj i po-
boljSanje ucenicke sposobnosti rigeSavanja proble-
ma (Schoenfeld, 1985.). Primjeri heuristickih stra-
tegija za rad na nerutinskom problemu uklju€uju:
rad unatrag, crtanje figura, dijagrame, potragu za
uzorcima, rekonstrukcije problema, ponovno preis-
pitivanje problema, ispitivanje posebnih slu¢ajeva,
nagadanje i provjere, stvaranje ekvivalentnog pro-
blema, stvaranje jednostavnijeg problema itd.

Metakognitivha kontrola odnosi se na globalne
odluke o odabiru i provedbi resursa i strategija,
dok se kontrola odnosi na “nacin na koji netko raz-
vrstava i rasporeduje raspolozive resurse” (Scho-
enfeld, 1985. str. 13). Dakle, metakognitivna kon-
trola odnosi se na metakognitivna ponasanja (re-
gulaciju kognitivne aktivnosti), kao §to su odluke
(dono$enje odluka) koje koriste oni koji pronalaze
rieSenja, o tome hoce li, kada (planiranje) i kako
(monitoring) koristiti svoje ¢injeni¢no znanje, pro-
ceduralno znanje (resurse) i heuristiku prilikom po-
kuSaja riesavanja nerutinskog problema.

Sustavi vjerovanja odnose se na samopoimanije
u€enika, njegov stav o okolini, o raznim tematika-
ma i stav o matematici. Uvjerenja o sebi oznacuju
uéenikov dojam o sebi kao osobi (npr. samopouz-
danje, ustrajnost), dok se uvjerenja o matematici
odnose na to §to zapravo znadi matematicki raz-
misljati te kako treba gledati na nepoznate proble-
me.
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Uloga rjesavanja problema u
nastavi matematike

RjeSavanje problema, bez sumnje, igra vaznu ulo-
gu u kurikulumu te je bitan dio matematic¢kog zna-
njaiuspjeha u matematici. Ipak, kroz povijest su se
kristalizirale razli¢ite funkcije rjeSavanja problema u
nastavi matematike.

Primjerice, Stanic i Kilpatrick (1989.) su sazeto pri-
kazali pogled na rjeSavanje problema u matema-
tickoj edukaciji kroz povijest, opisuju¢i ga iz triju
perspektiva:

(@) rjeSavanje problema kao kontekst

(b) rieSavanje problema kao vjestina i

(c) rieSavanje problema kao umjetnost.

Rjesavanje problema kao kontekst odnosi se na
perspektivu U kojoj je rieSavanije problema sredstvo
za postizanje cilja. Kraj ili cilj rieSavanja problema
ovisi o tome je li nastavnikov krajnji cilj motivacija
ucenika, zabava, sredstvo za u¢enje novih mate-
matickih sadrzaja ili samo uvjezbavanije.

RjeSavanje problema kao vjestina smatra se
vjestinom viSe razine kojom ucenici ne mogu ov-
ladati dok nisu savladali vjestine nize razine, kao
Sto je rjeSavanje rutinskih vjezbi.

Rjesavanje problema kao umijetnost ukljuCuje
kreativnost, razmisljanje i otkrivanje matematickih
Cinjenica. Ova perspektiva je najviSe u skladu s
Polyinim videnjem rieSavanja problema.

Schroeder i Lester (1989.) su navedenu tematiku
razlucili sliéno kao i Stanic i Kilpatrick (1989.), ali uz
ponesto drukgiji opis uloga rjeSavanja problema.
Schroeder i Lester prepoznali su tri nacina kako
ukljuciti rieSavanje problema u nastavu matemati-
ke:

(@) poucavanie o rieSavanju problema

(b) poucavanje za rjeSavanje problema

(c) poucavanje putem rieSavanja problema.

lako su tvrdili da ta tri pristupa nisu medusobno
iskljuciva, fokus na poucavanju putem rieSavanja
problema je najviSe u skladu s ciliem promica-

nja konceptualnog razumijevanja matematike. Kod
poucavanija o rjeSavanju problema ili pouCavanja

za rjeSavanje problema, nastavnik se izlaze riziku
da rjesavanje problema postane primarni cilj nas-
tave, a ne matemati¢ko razumijevanije kao Sto bi to
trebalo biti.

Schoen je 2003. godine predstavio novi nastavni
pristup, odnosno nastavu kroz rjeSavanje proble-
ma, opisujuci ga kao:

“Kroz pokusaje rieSavanja problemskih zadataka,
ucenici pocinju shvacati matematiCke koncepte i
koriStene metode, postaju vjesti u rieSavanju ma-
tematiCkih problema te razvijaju misaone matema-
ticke navike koje su korisne u bilo kojoj matema-
tiCkoj situaciji” (str. xi).

Stoga, dva su osnovna cilja poucavanja kroz riesa-
vanje problema:

(@) da ucenici razviju matematicko razumijevanje i
(b) daucenici postanu bolji u pronalazeniju riesenja.

Dakle, Zeljeni ishodi su i matemati¢ko razumijeva-
nje i povecanje sposobnosti rieSavanja problema,
Sto je moguce istodobno posti¢i.  Sliede¢i prim-
jer (vidi Okvir 1) ilustrira navedeni nastavni pristup
poucavanija kroz rieSavanje problema. Kroz ova-
kav zadatak u¢enici mogu izgraditi koncept opsega
i povrsine, razvijati pronalazenje uzoraka, sustavni
rad te izradu prikaza problemske situacije.

Problem rasporeda sjedenja

Tvoji roditelji odlu¢ili su organizirati ti roden-
dan. Pozvao si mnogo prijatelja, ali nisu svi
odgovorili i ne zna$ koliko ¢e ih do¢i. Na
raspolaganju imas 24 stola u obliku kvadrata
koji se mogu slagati jedan uz drugi. Odredi
broj takvih stolova potrebnih za organizaciju
domjenka promijenjive veli€ine i brojnosti.

Napomena. Stolovi se moraju dodirivati duz
jedne stranice. Dodirivanje u vrhu nije doz-
voljeno.

Okvir 1: Problem sjedenja

Situacija iz stvarnog zivota (izgled stolova na do-
mjenku) pruza kontekst u kojem ucenici istrazuju i
razvijaju koncepte povrsine i opsega kao i odno-
se izmedu njih. Stovige, na pocetku se ne koriste
formule; one se javljaju u sljede¢im matematickim
aktivnostima:
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(1) Koji je moguci raspored stolova ako primjerice
dode 19-ero prijatelja?

(2) Koliko stolova je potrebno ako dode samo
17-ero prijatelja? A koliko za 16 prijatelja?

(3) Primjecuijes li uzorak?

Ovaj pristup ima mnoge prednosti. Mnogi ucenici
gledaju na rjeSavanje problema kao zabavniji ob-
lik uCenja od memoriranja napamet i ucenja sa-
mo gledajuci i sluSajuci nastavnika. Ta zabava, u
kombinaciji s vjerojatnoS§¢u da ¢e ucenici razum-
jeti i sacuvati matematicke koncepte, ukazuje na
vrijednost pou¢avanja i u¢enja kroz riesavanje pro-
blema. Jo$ jedna prednost poucavanja kroz rje-
Savanje problema je da ucenici razvijaju misaone
matematicke navike, kao §to su nagadanie, preispi-
tivanje rieSenja gledajuci unatrag, trazenje uzoraka,
analiza posebnih sluCajeva i prikazivanje proble-
ma na razliCite nacine. Konacno, pouc¢avanje kroz
rieSavanje problema ucenicima ukazuje na koris-
nost matematike, bez obzira na to je li problem
postavljen u “stvarnom kontekstu” ili uzet iz potpu-
no matemati¢kog konteksta.

Postupci i koncepti za
poucavanje rieSavanja
problema

Postoji najmanje sedam nacina za poucavanje
rieSavanja problema koje su, na temelju 30 godina
istrazivanja, istrazivaCi matematike proglasili bitni-
ma jer pomazu u€enicima u razvoju sposobnosti
rieSavanja problema (vidi Okvir 2).

Kilpatrick (1985.) razlikuje pet kategorija medu
mnogim pogledima na to kako poucavati rjeSavanje
problema, koje se kombiniraju u nastavi riesavanja
problema. To su:

1. Osmoza: U&enicima treba zadati Sto vise pro-
blema za rijesiti. Kilpatrick dodaje da je viezba
rieSavanja problema nuzna, ali ne i dovoljna ako
Zelimo da ucenici postanu vjesti u rjeSavaniju
problema.

2. Memoriranje: Poucavati heuristiCke strategije
kao postupke koji se trebaju zapamtiti i primije-
niti.

1. Zadavati mnogo problema.

2. Zadavati “dobre” probleme.

3. Poucavati specifitne ili opce strategije
rieSavanja problema (ukljuujuci i heuris-
tiku).

4, Pokazati primjere rjeSavanja problema.

5. Ograniciti nastavnikovu dominaciju — na
primjer, tako da u¢enici rade u malim gru-
pama.

6. Promicati metakogniciju—na primjer, pos-
tavljanjem metakognitivnih pitanja ili poti-
canjem ucenika na promisljanje.

7. Istaknuti viSe rjeSenja.

Okvir 2: Sedam nacina za poucavanie rieSavanja problema

3. Imitacija. Stjecanje sposobnosti rieSavanja pro-
blema kroz nastavnikove odabrane primjere.

4. Suradnja: Organizirati rad u grupama prilikom
rieSavanje problema.

5. Refleksija. Navesti onoga koji je rijesio problem
da se osvrne na napredak u rjeSavanju proble-
ma i procijeni djelotvornost primijenjenih postu-
paka.

Sli¢no tome, Lester (1985.) je istaknuo da ucinko-
vita nastava ukljuCuje naglasak na razvoju opcih
i specificnih strategija za riesavanje problema,
ukljucujuéi heuristiku, a takoder se fokusira i na me-
takognitivne aspekte. Wilson i sur. (1993.) heuristi-
ku vide kao “vrste informacija, dostupnih u¢enicima
u dono$enju odluka prilikom rjeSavanja problema,
pomazu kreiranju riesenja, deskriptivne su vise ne-
go strogo propisane, rijetko omogucavaju nepog-
reSivo vodstvo, a promjenjive su u rezultatima” (str.
63). Zawojevski i Lesh (2007.) heuristiku vide po-
malo drukéije te navode da heuristika ukljucuje stra-
tegije “namijenjene da pomognu pri promisljanju o
problemskoj situaciji, osvrtanju na problemsku situ-
aciju i interpretaciji problemske situacije viSe nego
da pomognu pri odluc¢ivanju $to da ucenik ucini
kada 'zaglavi’ u pokusaju rieSenja” (str. 768).

Grouws (2003.) tvrdi da je vazno da nastav-
nik ponudi primjer rieSavanja problema kao Polya
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(1945./1973.) te na taj naCin pomogne ucenicima
uvidjeti kako se matematiku moze koristiti za rieSa-
vanje problema i pokaze da su upornost i strpljenje
dio samog postupka. Pruzanje primjera rieSavanja
problema nema samo pozitivan u¢inak pri poma-
ganju ucenicima uvidjeti kako se matematika moze
koristiti za rjeSavanje problema, ve¢ takoder poka-
zuje da su upornost i strplienje dio procesa. Gro-
uws (2003.) je, izmedu ostalog, istaknuo znacaj za-
davanja raznih problema ucenicima i vaznost vise
mogucih rieSenja. Isticanje vise rjeSenja ukljuCuje
usporedivanje korisnosti razlicitih rieSenja.

U posljednjih nekoliko godina, Bruder i Collet
(2011.) razvile su koncept nastave za rieSavanje
problema izgraden oko Lompscherove ideje “flek-
sibilnosti misli” (1975.). On piSe da se fleksibilnost
misli izrazava “sposobnos¢u mijenjanja aspekta
gledista, sposobno$c¢u stavljanja jednog slucaja
il komponente u razliCite korelacije te shvacanjem
relativnosti sluCaja i tvrdniji. Fleksibilnost misli do-
pusta preokretanje odnosa, Sto omogucava lakse i
brze uskladivanje s novim uvjetima mentalne aktiv-
nosti ili istovremeno promisljanje o nekoliko aspe-
kata zadane aktivnosti” (str. 36).

Na ove tipicne manifestacije mentalne agilnosti
moze se fokusirati pri rieSavanju problema mate-
matic¢kim sredstvima i mogu se povezati s heuris-
tickim pristupima znanim iz rada Georgea Pdlye:

1. Redukcija se odnosi na sposobnost da onaj ko-
ji rieSava problem intuitivno i na razuman nacin
reducira problem na osnove ili da ga pokusa
vizualizirati, U tom slucaju, ¢esto se koristimo
vizualizacijom i strukturalnim pomagalima, kao
Sto su informativne slike, tablice, grafikoni ili jed-
nadzbe.

2. Reverzilbilnost se odnosi na sposobnost da onaj
koji rieSava problem preokrene tok misli. Odgo-
varajuca heuristi¢ka strategija ovome je metoda
unatrag.

3. Obaziranje na aspekte odnosi se na sposobnost
onoga koji rieSava problem da u obzir uzme
nekoliko aspekata danog problema ili da s la-
kocom prepozna bilo kakvu meduzavisnost od-
nosa. Odgovarajuce heuristiCke strategije su,
primjerice, nacelo nepromjenjivosti, nacelo si-
metrije, sastavljanje i rastavljanje geometrijskin

likova i tijela za izracunavanije povrsine i volume-
na te sustavno provodenje radniji.

4. Promjena aspekata odnosi se na sposobnost
onoga koji rieSava problem da promijeni svo-
je pretpostavke, kriterije ili aspekte kako bi se
pronadlo rjeSenje. Ova sposobnost sprec¢ava
“zapinjanje” i otvara prostor novim pristupima i
gledistima (npr. simultan rad naprijed i natrag,
analiza razli€itih problema, upotreba vektora).

5. Transfer se odnosi na sposobnost prijenosa do-
bro poznatog postupka na drugi postupak koji je
Gesto u vrlo razli¢itom kontekstu (npr. koristenje
analogije).

Osobe koje problem riesavaju intuitivno ili bez pret-
hodne uvjezbanosti, Cesto ne posjeduju gore nave-
dene sposobnosti. To je razlog zasto Cesto ne mo-
gu objasniti kako su dosli do rieSenja. RjeSavanje
problema moze se uvjezbati uéenjem heuristi¢kin
strategija koje odgovaraju aspektima intelektualne
fleksibilnosti. 1z svega navedenog slijedi da se
ucenje kako rijeSiti probleme moze formirati kao
dugoro€an proces ucenja i poucavanja u kombi-
naciji sa samoregulacijom (Bruder, 2002.; Bruder i
Collet, 2011.), a obuhvaca sliedec¢ih pet faza:

(1) Intuitivno upoznavanje: Ova faza se temelji na
Pélyinom modelu (1945./1973.), prema kojem
nastavnik sluzi kao primjer pri uvodenju prob-
lema ucCenicima. Prema tome, nastavnik vodi
ucenike moderirajuci ponasanja tipi¢na za pro-
blem, ukljuCuju¢i se u samopropitkivanje koje
se odnosi na razli¢ite faze procesa rieSavanja
problema (prije, za vrijeme i poslije). Primjeri
takvih pitanja su: “Koju tehniku sam koristio za
riedavanje sli¢nog problema u prolosti? Sto se
trazi u problemu? Koje informacije su nam da-
ne? Postoji li nesto $to ne razumijem? Idem liu
pravom smijeru?. . . Jesam li napravio pogreske
iz nepaznje?”.

(2) Eksplicitno ucenje strategija: Tijekom ove faze
uCenike se uvodi u heuristiCka pitanja tipi¢na
za strategiju u fokusu na temelju pitanja na-
vedenih u prvoj fazi. Raspravlja se o poseb-
nostima heuristike. Uobicajeno je i preporudljivo
da se karakteristicne problemske situacije ko-
riste za uvodenije heuristiCke strategije, tako da
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@)

(4)

(5)

ucenici mogu lakSe prepoznati glavne ideje he-
uristickih pitanja i zapamtiti specificne korake za
rieSavanje problema.

Produktivna faza vieZbanja: U ovoj fazi ucenici
vjezbaju rieSavanje problema kroz heuristiCka

ucenikov maodel rjeSavanja problema kako bi
ubuduce bio u stanju uspjesnije rijesiti proble-
me koriste¢i se razli¢itim heuristikama. Svijest
o znalaju vlastitog modela za rjeSavanje prob-
lema moZe se potaknuti traze¢i ucenike da se
osvrnu i dokumentiraju svoj model za rieSavanje

pitanja te se prosiruju mogucénosti iz prethodnih
dviju faza. Osim toga, diferencijacija je vodeci
koncept tijekom ove faze, kako bi u¢enici mog-
li izabrati na kojoj kognitivnoj razini Zele raditi i
prilagoditi promatran postupak poucavanija.

problema.

Prosirenje konteksta: U ovoj fazi u¢enici viezbaju
koriStenje heuristiCkih pitanja i strategije neovis-
no o matematickom kontekstu. Na taj nacin
ucenici uce kako se fleksibilno, nesvjesno i neo-
visno o kontekstu koristiti heuristiCkim pitanjimali
strategijom. Isto tako, osoba koja uc¢i, moze po-
kazati strategije samokontrole, ¢ak i za vrijeme
odsutnosti modela.

matike.

(Wilson, Fernandez i Hadaway, 1993. str. 66).

Svjesnost viastitog modela rieSavanja problema:
Cilj koncepta poucavanja je da se nadogradi
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