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Karakteristicne tocke
jednakokracnog trokuta

Maja Starcevic, Zagreb

Poznato je da u svakom trokutu, koji nije
jednakostraniCan, teziste, ortocentar i srediste
trokutu opisane kruznice pripadaju istom
pravcu koji zovemo Eulerov pravac. Srediste
trokutu upisane kruznice opcenito ne pripada
istom pravcu, ali u jednakokra¢nim trokutima

sve Cetiri tocke pripadaju simetrali osnovice.
| neke druge poznate tocke se kod takvih
trokuta nalaze na istom pravcu te mozemo
odrediti njihov poredak.

Odredit ¢emo polozaje sliedecih karakteristicnih
toCaka jednakokra¢nog trokuta; tezista (T'), orto-
centra (H), sredista upisane kruznice (U), sredista
opisane kruznice (0O), Gergonneove tocke (G) i Na-
gelove tocke (N). Definicije prvih Cetiriju tocaka
smatramo poznatima jer se obraduju na redov-
noj nastavi. Navedimo definicije preostalih tocaka.
Gergonneova tocka je presjek spojnica vrhova tro-
kuta s diraliStem upisane kruznice na nasuprotnoj
stranici, dok je Nagelova toCka presjek spojnica
vrhova trokuta s diraliStem pripisane kruznice na
nasuprotnoj stranici. Sve promatrane tocke su ko-
linearne te nam je cilj opisati njihov poredak ovisno
0 vrsti trokuta.

Neka je dakle zadan jednakokracan trokut ABC' s
osnovicom BC duljine a i krakovima duljine b. La-
ko je dokazati da se sve promatrane karakteristicne
to¢ke nalaze na simetrali s stranice BC. Neka jieP
polovigte stranice BC. Izratunat éemo duljine |PT]|,
|PH|, |PU|, |PO|, |PG|i|PN| te ih usporediti. Sve
duljine izrazit ¢emo u ovisnosti o a, b i duljini v visine

iz vrha A koja je jednaka

an 2
v=14/b*— (—) .
2
Za potetak racunamo udaljenost tezista od tocke
P. Kako je duljina teziSnice AP jednaka v, a teziste

T dijeli teziSnicu u omjeru 2 : 1 od vrha trokuta,
zakljuCujemo da je

T =)
= 3\/.

Dalje ratunamo udaljenost toc¢aka P i H. Neka
je za pocetak trokut ABC Siljastokutan. Oznac¢imo
noziste visine iz B na stranicu CA sa R (slika 1).
Primijetimo da su trokuti AHR i ACP sli¢ni. Tada
vrijedi
AR AP
AR _ |AP| W
|AH|  |AC|
Primjenom Pitagorina poucka na trokute BRA i
BCR slijedi

|AB? — |AR|* = |BC|* — |CR]?
= |BC* — (ICA| - |AR|)*.
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A
R
H
[ 1
B P C
Slika 1.
Prema tome imamo
207 — &2
AR| = ——.
Iz (1) dobivamo
20% — &2
AH| = —
[AH]| v

odnosno

(12
PH| = |AP| — |AH| = —.
PH| = |AP| — |AH] = £

U slucaju tupokutnog trokuta neka je R noziste vi-
sine iz B na pravac CA (slika 2). Imamo sli¢nost
trokuta ARH i APC pa je

|AR|  |AP|

|AH| — |AC|’ 2

Takoder, iz pravokutnih trokuta ARB i RBC dobiva-
mo

|BRI* = |ABJ* — |AR|” = |BC|* — (JAC| +|AR|)?,

H

B P C
Slika 2.

odnosno ) )
a- —2b
AR| = ——.

Tada koristec¢i (2) dobivamo
P
|PH| = |AH| + |AP| = —.
4y

Konac¢no, ako je trokut ABC pravokutan, ortocen-

tar mu se podudara s vrhom A pa zbog b = g\/i
2
viijedi |PH| = v = £
4y
Zakljucujemo da u svim slucajevima vrijedi
2

PH| = §

T4y

Sada ratunamo |PU|. Kako je (slika 3)
P(ABC) = P(ABU) + P(BCU) + P(CAU),

vrijedi

2b
P(ABC) = a+2 PU.
S obziromnatodaje
BC| - |AP
P(ABC) = 7| - |,
2
konacno imamo
ay
PU| = .
[PU a+2b
A
U
B P C

Slika 3.

Odredimo i duljinu |PO|. Neka je trokut ABC
Siljastokutan. Primijetimo da je [AO| = |BO] (slika
4). 1z pravokutnog trokuta BPO slijedi

|BO|> = |BP|> 4 |PO|* = |BP|* + (|AP| — |BO|)*
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te je
b2
BO| = —.
BO| = 5
Konacno je
2b27 2
PO| = |AP| — |BO| = &7 L.
4v
A
B C

Slika 4.

Izvod duljine |BO| je jednak i u slu¢aju tupokutnog
trokuta (slika 5) te na kraju dobivamo

a® —2b?
4y

Ako je trokut pravokutan, to¢ka O se podudara s
P i vrijedi a*> = 2b* te konagno zaklju¢ujemo da u
sva tri slu¢aja imamo

|PO| = |BO| — |AP| =

|20* — a?|

PO| =
POl 4y

U nastavku raCunamo udaljenost Gergonneove
toCke od stranice BC. Neka su tocke M i K

A

Slika 5.

diralista upisane kruznice trokuta ABC sa stra-
nicama AB i CA redom (slika 6). Prvo imamo

a a
|MB| = |BP| = 5 odnosno |[AM| = b — 5
Neka je D nozite okomice iz M na stranicu BC. Iz
slicnosti trokuta MBD i ABP dobivamo

IMD|  |AP|
IMB| — |AB]
paje
mMD| = &
2b°
Imamo i
|BD| _ |BP|
|BM|  |AB|
iz ega dobivamo
&
BD| = —
[BD 4b
te je
a(4b — a)

|CD| = |BC| — |BD| =

4b

Slika 6.

Iz sli¢nosti trokuta MDC i GPC slijedi

|GP|  |MD|
|PC|  |DC|
te je konac¢no
ay
PG| = .
PG| 4b — a

Prethodni postupak moZzemo iskoristiti i za racu-
nanje duljine |PN|. Oznatimo ovaj put sa M |
K diralista pripisanih kruznica na stranicama AB
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i AC (slika 7). Neka su V i Z diraliéta pripisane
kruznice trokuta ABC koja dodiruje stranicu AB s
produzetcima stranica AC i BC. Tada vrijedi

|AC| + |AV| = |BC| + |BZ|,
|AV| + |BZ| = |AM| + |BM| = b

iz ¢ega dobivamo |[AM| = |AV| = g, |BM| =

a
|BZ| = b — X Sada posve analogno kao i u
slu€aju Gergonneove tocke dolazimo do

v(2b —a)

PN| =
[PN] 2b+a

Slika 7.

U nastavku raCunamo neke od razlika prethodno
dobivenih udaljenosti na temelju kojih ¢emo modi
zakljuGivati o poretku tih to¢aka na simetrali s. Prvo
imamo

|PG| — |PH| = % (3)
pul- G = AR @
T~ 1PVl = 3 s)
T~ 1PN = =S - (©)

Nadalje, ako je trokut ABC Siljastokutan, vrijedi i

b—a)b

pol — prj = 0= ACED )
b — 2

Pl - Jpo = L2 ®

Primijenimo li nejednakost trokuta na stranice tro-
kuta ABC, dobivamo nejednakost 2b > a pa je
4b — a > 0, odnosno iz (3) slijedi da je |PG| >
|PH| ako i samo ako je b > a. Drugim rijeima,
udaljenost tocaka P i G je veta od udaljenosti
to¢aka P i H ako i samo ako je JBAC < 60°.
Analogno, koriste¢i se jednakostima (4) i (5) za-
kljuCujemo da je |PU| > |PG| ako i samo ako
je JBAC < 60° te da je |PT| > |PU| ako |
samo ako je 4BAC < 60°. Ako je trokut ABC
Siljastokutan i nije jednakostrani¢an, prema jedna-
kosti (8) je |PN| > |PO|. Konac¢no, iz jednakosti (6)
i (7) imamo da je u trokutima s kutom JBAC < 60°
toCka O izmedu tocaka T i N, a u trokutima s kutom
JBAC > 60° tocka N je izmedu to¢aka T'i O.

Iz prethodnih razmatranja kona¢no zaklju¢ujemo:

a) Ako je trokut ABC $iljastokutan i JBAC < 60°,
poredak promatranih karakteristi¢nih toCaka je
H,G U, T, O, N pri Cemu je toCka H najbliza
tocki P. Pritom se sve toCke nalaze unutar tro-
kuta (slika 8).

*BAC < 60°

N
?|RQQ N o =
A

Slika 8.
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60° < <BAC < 90°

G
U
T
N
o
P

Slika 9.

b) Ako je trokut ABC jednakostranic¢an, sve toCke
se podudaraju.

c) Ako je trokut ABC $iljastokutan i JBAC > 60°,
poredak tocakaje O, N, T, U, G, H, pri cemu je
O najbliza tocki P i sve tocke su unutar trokuta
(slika 9).

d) Ako je trokut ABC pravokutan, poredak toCaka
je jednak onom u prethodnom slucaju s tim da
se O podudara sa P, dok se H podudara sa A
(slika 10).

e) Ako je trokut ABC tupokutan, tocke O i A se na-
laze na suprotnim stranama stranice BC. Ostale
promatrane karakteristiCne toCke se nalaze s is-
te strane kao i A, a poredak imije N, T, U, G,
H, stim da je N najbliza tocki P, a H se nalazi

T2 NHTQ

=0 C

Slika 10.

izvan trokuta ABC (slika 11). Dakle, poredak
to¢aka je jednak onima u prethodnim dvama
sluéajevima.

*BAC > 90°

G
U
T
N
B P C
0
Slika 11.

Na kraju uoCimo da poredak Cetiriju standard-
nih toCaka, T, H, U i O, postaje obratan kad
JBAC < 60° prelaziu 4BAC > 60°. Isto se zbi-
va i kad tom nizu to¢aka pridodamo Gergonneovu
tocku. To svojstvo uoCavamoizatotke T, H, U, G
i N. Ako promatramo svih Sest zadanih toc¢aka, pri-
mjecujemo da zbog medusobnog polozaja toc¢aka
O i N, nemamo potpunu simetricnost poretka u
odnosu na grani¢ni slu¢aj JBAC = 60°.

Primijetimo jo$ i da ne postoje dvije promatra-
ne karakteristi¢ne tocke koje se podudaraju, osim
ako trokut nije jednakostrani¢an. Neke tvrdnje o
(ne)podudaraniju karakteristi¢nih to¢aka dokazane
su i za opéenite trokute u [1].
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1/ A. Bingula, M. Star¢evi¢ (2015.): Podudaranje karak-
teristicnih toCaka trokuta, Matematika i Skola, 74-78,
82.
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