Sanja Rukavina, Rijeka

Kombinatorika, kao dio matematike u &ijoj je domeni
prebrojavanje elemenata konacnih skupova, prirodno
je utkana u sadrzaje osnovnoskolske matematike od

samih pocetaka.

Neki ¢e ucenici nizih razreda osnovne $kole rieSavati
zadatke poput ovih:

“Ana ima 2 maijice i 3 suknje. Na koliko razliitih
nacina moze odabrati po jednu majicu i suknju ko-
je ¢e obuci za izlazak u kino?”

“U jednom je razredu 13 djeCaka. Postoje li medu
njima dva dje€aka koji imaju rodendan u istom mje-
secu?”

lzuzetno je bitho da oni koji poucavaju ucenike
u ovim zadatcima mogu prepoznati odgovaraju¢a
nacela prebrojavanja i znaju osmisliti jo§ poneki
zadatak Cije se rjeSavanje temelji na nekom od tih
nacela. U suprotnom, uCenici ostaju zakinuti za
iskustvo otkrivanja i razumijevanja op¢ih matema-
tickih principa koji se kriju iza ovih zadataka.

Sadrzaji kombinatorike, iako prisutni u nastavi ma-
tematike, uglavnom nisu kao takvi posebno istak-
nuti. Stoga se u proces edukacije buducih ucitelja
razredne nastave ponekad nedovoljno ukljucuju
osnovni sadrzaji tog dijela matematike. lako se

mmisS

O sadrzajima
iz kombinatorike

u pocetnoj nastavi matematike

ne oCekuje da se matematicki sadrzaji u poCetnoj
nastavi matematike pou¢avaju uz neprestano uka-
zZivanje na op¢e matematicke zakonitosti koje se u
tim sadrzajima kriju, bilo bi dobro kada bi ucitelji
razredne nastave bili svjesni barem dijela tih opcih
zakonitosti i ¢injenica koje ¢e kasnije, tijekom svog
obrazovanja, zahvaljuju¢i njima ucenici spoznati. U
nastavku ¢emo, kroz nekoliko primjera, ukazati na
prisutnost nacela jednakosti, nacela zbroja, nacela
produkta, Dirichletova nacela i formule ukljucivanja-
-isklju¢ivanja u pocetnoj nastavi matematike.

dr. sc. Sanja Rukavina, Odjel za matematiku Sveucili$ta u Rijeci, sanjar@math.uniri.hr
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Nacelo jednakosti

Ono $to u kombinatorici nazivamo nacelom jed-
nakosti ili nacelom bijektivne korespondencije u
pocetnoj se nastavi matematike pojavijuje vec pri
pocCetnom formiranju pojma broja, odnosno razu-
mijevanju Cinjenice zbog ¢ega mozemo za neke
skupove rec¢i da se sastoje od 5 elemenata (jabu-
ka, lopta, knjiga...), a za neke druge da imaju npr.
12 elemenata, ¢ak i u onim slucajevima kada nis-
mo prebrojili elemente danog skupa. U pocetnoj
se nastavi matematike, primjerice, mogu zadava-
ti zadatci poput ovog: “Zamislimo da je svaka od
djevojcica 1.a razreda danas u $kolu dosla s jed-
nom masnom u kosi. Koliko je to ukupno masna
ako znamo da je danas na nastavi 11 djevojcica 1.a
razreda?”. Pitanjima poput “Ako bismo svakoj od
tih djevojCica htjeli dati bombon, koliko bi nam bom-
bona za to bilo potrebno?” dodatno se ukazuje na
¢injenicu kako, znajuc¢i da promatrani skupovi (dje-
vojcice, masne, bomboni) imaju jednako mnogo
elemenata, ne moramo svaki puta iznova prebroja-
vati elemente promatranog skupa. Na ovoj je razini
primjene nacelo jednakosti u¢enicima vrlo prirodno
i vec€ina ¢e bez problema rieSavati takve zadatke.
Ucitelji, s druge strane, postavljajuc¢i ovakva pita-
nja u odgovaraju¢im situacijama, stvaraju temelj
za sloZeniju primjenu ovog nacela u starijoj dobi.

Takoder, znaju¢i da 2017. godina ima 365 dana
ucenici e s lako¢om rieSavati zadatke poput ovog:
“Svaki dan Dariov tata otrgne jedan list kalendara.
Koliko ¢e listova kalendara Dariov tata otrgnuti u
2017. godini?”. Kada je prebrojavanje elemenata
nekog skupa (listova kalendara) dugotrajno, ilinam
nije poznato kako to mozemo uciniti, tada se za
odredivanje broja elemenata u tom skupu mozemo
koristiti Cinjenicom da se radi o skupu koji je bijek-
cija s promatranim skupom (dani u godini) ¢iji nam
je broj elemenata poznat. Ovaj postupak spon-
tano primjenjujemo u jednostavnim slucajevima,
ali, opcenito, utvrdivanje Cinjenice da postoji bijek-
cija izmedu dva skupa moze biti tezak problem.
Uocimo da nacelo bijektivne korespondencije ne
govori o tome kako prebrojiti elemente nekog sku-
pa, ve¢ omogucava da se problem utvrdivanja bro-
ja elemenata promatranog skupa svede na prob-

lem utvrdivanja broja elemenata nekog drugog sku-
pa za koji je to lakSe uciniti ili Ciji je broj elemenata
poznat. Zbog toga se vrlo Cesto primjenjuje zajed-
no s ostalim nacelima prebrojavanja.

Dirichletovo nacelo

Uocimo da su u uvodnom zadatku “U jednom je
razredu 13 djeCaka. Postoje li medu njima dva
djecaka koji imaju rodendan u istom mjesecu?”
dana dva skupa (skup djeaka i skup mjeseci u
godini) koji nemaju isti broj elemenata, odnosno
skupovi medu kojima nije moguce uspostaviti bijek-
ciju. U mnogim je takvim zadatcima “o¢ito” kada
je za njihovo rieSavanje potrebno koristiti se Dirich-
letovim nacelom, o kojemu se vise moze proditati
u 28. broju MiS-a. Pri rieSavanju ovog zadatka pri-
mijenjuje se slaba forma Dirichletova nacela: Ako
je n + 1 predmeta rasporedeno u n kutija, onda
barem jedna kutija sadrzi barem 2 predmeta. Na-
ime, znajuci da ima 12 razliCitih mjeseci (kutije), iz
¢injenice da je u razredu 13 ucenika (predmeti) za-
klju¢ujemo da postoji barem jedan mjesec u kojem
barem dva djeCaka tog razreda imaju rodendan,
pa je odgovor na postavljeno pitanje potvrdan.

Dirichletovo nacelo, mogucnosti Cije se primjene
tek naziru u nastavi matematike u prva Cetiri raz-
reda osnovne skole, jedna je od standardnih tema
s kojima se ucenici susre¢u na dodatnoj nastavi iz
matematike vec¢ u 5. razredu osnovne $kole.

Nacelo zbroja

Nacelo zbroja, prema kojem je broj elemenata unije
disjunktnih kona¢nih skupova jednak zbroju broja
elemenata tih skupova, takoder se vrlo rano primje-
njuje. U prvom razredu osnovne $kole nalazimo ga
ve¢ u zadatcima poput ovog: “Ante ima 5 bijelih i 3
crvena balona. Koliko ukupno balona ima Ante?”.
Znajuc¢i da crveni balon ne moze istovremeno biti
i bijeli (disjunktnost skupova) ucenici ¢e izracunati
ukupan broj balona. S druge strane zadatak “Za
vrijeme Skole u prirodi u€enici 4.a razreda priku-
pili su za Skolski herbarij 12 razli€itih vrsta biljaka,
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a ucenici 4.b razreda prikupili su 15 razli¢itih vr-
sta biljaka. Koliko su razli¢itih vrsta biljaka zajedno
prikupili?” nije potpun, jer njegovo rjesavanje zah-
tijeva informaciju o tome jesu li sve prikupljene bi-
like medusobno razli¢ite (disjunktni skupovi) ili se
medu prikupljenim billkama nalaze neke biljke is-
te vrste (skupovi nisu disjunktni). Ako se radi o
medusobno disjunktnim skupovima (sve prikuplje-
ne biljke su razli¢ite vrste), primjenom nacela zbroja
zakljutujemo da je ukupno prikupljeno 27 vrsta bi-
llaka. U drugom je slucaju pri rijeSavanju zadatka
od ukupnog broja prikupljenih biljaka (12 + 15)
potrebno oduzeti broj onih biljaka koje se nalaze i
medu bilikama koje su prikupili u€enici 4.a razreda
i medu biljakama koje su prikupili u€enici 4.b raz-
reda, Sto predstavlja primjenu formule ukljucivanja-
-iskljucivanja. Ponekad se dogada da se u ovak-
vim zadatcima podrazumijeva, ali ne navodi, da
se radi o disjunkinim skupovima, iako oni to ne
moraju biti. Cesto ponavljanje tako pogresno pos-
tavljenih zadataka moze ucenicima otezati proces
razumijevanja pravilnih postupaka rieSavanja zada-
taka u kojima ¢e biti o¢ito da se ne radi o disjun-
ktnim skupovima pa bi ucitelji morali biti oprezni
pri zadavanju zadataka u kojima oCekuju primje-
nu nacela zbroja, odnosno nedvosmisleno utvrditi
disjunktnost skupova koji se promatraju.

Formula ukljuCivanja-
-iskljuCivanja

Ucitelji, posebice oni koiji realiziraju dodatnu nasta-
vu matematike u prva Cetiri razreda osnovne Skole,
trebali bi biti upoznati s moguc¢nostima primjene
formule ukljucivanja-iskljucivanja i njezinim opc¢im
oblikom koji je dan formulom

AjUL L UA = >

OAIC{1,...n}

(=D A,

pri Cemu se zbraja po svim nepraznim podskupo-
vima skupa {1, ...,n} i vrijedi A; = [ A;.

icl
Prema formuli ukljucivanja-isklju¢ivanja, broj ele-
menata u uniji skupova A i B odreden je sa

|AUB| = |A| + |B] — |ANB.

Oznacimo li u prethodnom zadatku sa A skup vrsta
biljaka koje su prikupili u¢enici 4.a razreda, a sa B
skup vrsta biljaka koje su prikupili uenici 4.b raz-
reda za rieSavanje zadatka nedostaje informacija o
veli¢ini presjeka tih dvaju skupova.

Promotrimo kroz nekoliko zadataka s natjecanja
“MatematiCki klokan” mogucnosti za stvaranje te-
melja za razumijevanje formule ukljuCivanja-isklju-
Civanja.

e Baka Barbara napravila je 11 ukusnih kolaci¢a
za svoje unuke. Najprije je 5 kolaci¢a ukrasila
grozdicama, a zatim 7 kolaci¢a ljeSnjacima. Ko-
liko je najmanie kolaci¢a ukrasila i lieSnjacima i
grozdicama?

(9. zadatak, Matematicki klokan,
P&elice, 2. razred OS, 2012.)

Oznacimo sa A skup kolali¢a ukrasenih s grozdi-
cama, a sa B skup kolaci¢a ukrasenih sljeSnjacima.
Tada je |A] = 5i |B| = 7. Uocimo da je, prema
uvjetima zadatka, baka npr. mogla 5 kolaci¢a ukra-
siti i grozdicama i lieSnjacima, potom jos 2 kolagi¢a
ukrasiti ljesnjacima, a preostala 4 kolaci¢a ostaviti
neukradena. Stoga je rije¢ “najmanje” u tekstu za-
datka bitna za jednoznacnost njegova rjesenja. Taj
¢e uvjet biti zadovoljen ako je |A U B| = 11, od-
nosno ako su ukraseni svi kolacic¢i. U tom slucaju,
primjenom formule ukljucivanja-isklju¢ivanja, slije-
didaje |[ANB| = 1, o je i to¢an odgovor na
postavljeno pitanje.

Ucenici ¢e, s obzirom na uzrast, do to€¢nog rjiesenja
najvjerojatnije do¢i drugim postupkom, a ne ovim
koji smo opisali. Medutim, pitanjima poput “Koliko
bi kolaci¢a ostalo neukraseno (bilo ukraseno) da
je baka i grozdicama i ljeSnjacima ukrasila tri ko-
lagi¢a?”, ovakvi se zadatci mogu iskoristiti kako bi
se u ucenika pocela formirati svijest kako veli¢ine
presjeka i unije dvaju skupova nisu medusobno ne-
zavisne.

Istovietan nacin razmisljanja moze se primijeniti pri
rieSavanju zadatka:
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e Baka Barbara napravila je 20 ukusnih kolaci¢a
za svoje unuke. Najprije je 15 kolac¢i¢a ukrasi-
la groZdicama, a zatim 15 kolaci¢a ljeSnjacima.
Koliko je najmanije kolaci¢a ukrasilailje$njacima
i grozdicama?

(11. zadatak, Matematicki klokan,
Ecolier, 4. i 5. razred OS, 2012.)

Pogledajmo jo$ jedan zadatak.

e Svi uenici 4.b imaju najmanje jednog i najvise
dva ku¢na ljubimca. Ukupan broj macaka, pa-
sa i riba prikazan je na slici 1. Razgovarajuci
medusobno utvrdili su da dva ucenikaimaju psa
i ribu, a tri u€enika imaju macku i psa. Koliko je
ucenika u 4.b?

Liiiiil
IJ h h lJ &
FL L LT L &%

S S O

S

i
{

Slika 1.
(10. zadatak, Matematicki klokan,
Ecolier, 4. 5. razred OS, 2011.)

Oznacimo:

A — skup ucenika 4.b razreda koji imaju macke
B — skup ucenika 4.b razreda koji imaju psa

C — skup ucenika 4.b razreda koji imaju ribu

Prema uvjetima zadatka je: |A| = 8, |B| = 6,
IC|=3,][ANB| =3,]JANC|=0i|BNC|=2]i
vrijedi |A N B N C| = 0 (uenici imaju najvise dva
kucna ljubimca).

Prema formuli uklju€ivanja-isklju¢ivanja je
JAUBUC| = |A| + |B| + |C| — |ANB|
—|AnC|—=|BNC|+|ANnBNC|
=84+6+3-3-0-2+0=12.
Slijedi da ukupno 12 ucenika 4.b razreda ima ne-
kog ljubimca, a kako je iz zadatka poznato da sva-

ki ucenik toga razreda ima kuénog ljubimca za-
kljuCujemo da u 4.b razredu ima 12 ucCenika.

Uocimo da u zadatku nije posebno istaknuto, iako
se pretpostavija da niti jedan ucenik nema dvije
Zivotinje iste vrste. S obzirom na to da je, uz broj
12, jedno od ponudenih rieSenja i broj 11, bez te
pretpostavke zadatak nema jednoznacno rieSenje.
Naime, ako dozvolimo da neki ucenik promatranog
razreda ima dvije macke bilo bi |A| = 7, a veli¢ine
svih ostalih skupova ostaju nepromijenjene, pa je
11 takoder to¢no rjeSenje postavljenog zadatka.
lako se iz formulacije zadatka moze naslutiti kako
niti jedan ucenik nema dvije macke (za ocekivati
je da bi i to bilo istaknuto kao zaklju€¢ak razgovora
medu ucenicima), bilo bi bolje da medu ponudenim
rieSenjima nema onog koje je ishod ovakvog raz-
misljanja.

Nacelo produkta

Osvrnimo se i na uvodni zadatak “Ana u svom or-
maru ima 2 majice i 3 suknje. Na koliko razliCitih
nacina moze odabrati po jednu majicu i suknju koje
¢e obudi za izlazak u kino?". RjeSavanje tog zada-
tka zahtijeva prebrojavanje svih razli¢itih uredenih
parova (majica, suknja), o ¢emu govori nacelo pro-
dukta koje kaze da je broj elemenata u Kartezi-
jevu produktu konacnih skupova jednak produktu
broja elemenata tih skupova. U ovom ¢e sluc¢aju
uéenici bez problema prebrojavanjem doc¢i do 6
razli¢ith mogucénosti i time rijesiti zadatak. No,
ve¢ u sliede¢em zadatku prebrojavanje svih mo-
guénosti moze ucenicima biti dosta zahtjevno.

e Branko je nacrtao morskog psa, svinju i nosoro-
ga, a zatim ih razrezao na dijelove, kao na slici.
Kombiniraju¢i njihove glave, srednje i straznje
dijelove moze napraviti nove razlicite zivotinje.
Koliko stvarnih i “fantasti¢nin” Zivotinja Branko
moze napraviti?

(22. zadatak, Matematicki klokan,
Ecolier, 4. 5. razred OS, 2015.)
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RijeSimo postavljeni zadatak primjenom nacela
produkta. Uocimo tri skupa:

A - skup glava nacrtanih Zivotinja
B — skup srednijih dijelova nacrtanih zivotinja
C - skup straznjih dijelova nacrtanih Zivotinja.

Potrebno je odrediti broj razli¢itih uredenih trojki
(glava, srednii dio, straznji dio), odnosno broj ele-
menata skupa A x B x C, pa je trazeni broj

|Ax BxC|=1A|-|B|-|C|
=3-3-3=27.

U radu s u¢enicima bitno je da uc¢enici shvate zasto
je u zadatcima poput ovih primjereno pomnoziti
brojeve elemenata promatranih skupova (a ne ih
zbrojiti kao kod primjene nacela zbroja). Time ¢e
se pripremiti za usvajanje slozenijin matematickih
koncepata kao $to je onaj dan teoremom o uzas-
topnom prebrojavanju.

Teorem o uzastopnom
prebrojavanju

Neka su Sy, ..., S, konacni skupovi, pri ¢emu je

ne€ N NekajeS C S| x...x S, skup uredenih

n-torki (x,...,x,) € Sy X ... x S, odredenih na

sliedec¢i nacin:

— prvu komponentu x; mozemo odabrati na k;
razli¢itih nac¢ina

— za svaku ve¢ odabranu prvu komponentu, dru-

gu komponentu x, mozemo odabrati na k; raz-
licitih nacina

— za svaki izbor komponenata xi,X2,...,X,—1
posljednju komponentu x,, moZzemo odabrati na
k,, razli¢itin nagina.

Tadaje |S| =ki - ky ... ky.

Zacetke ovakvog nacina razmisljanja mozemo raz-
vijati ve¢ kod rieSavanja zadataka poput ovog:

e Sifra za otvaranje starinske blagajne je trozna-
menkasti broj sastavljen od razli¢itih znamenaka.
Koliko razlicitin Sifri mozemo sloziti koristeci se zna-
menkama 2, 4 i 67
(6. zadatak, Matematicki klokan,
Leptiri¢i, 2. i 3. razred OS, 2008.)

Ovaj ¢e zadatak ucenici najvjerojatnije rijesiti ispi-
sivanjem svih 6 moguénosti i njihovim prebrojava-
njem. No, kad se postavi istovjetni zadatak u kojem
¢e biti zadano npr. 5 razli¢itih znamenaka koje ¢ine
Sifru, to nece biti prikladan nacin riesavanja zadat-
ka. Zbog toga je pozeljno, u mjeri u kojoj je to mo-
guce s obzirom na uzrast u€enika, $to ranije poceti
graditi razumijevanje matematickih postupaka koji-
ma Ce se kasnije riesavati analogni zadatci.

U ovom su tekstu navedeni samo neki primjeri
zadataka koje nalazimo u pocetnoj nastavi ma-
tematike, a u kojima se krije primjena osnov-
nih nacela prebrojavanja. Poznavaju¢i matema-
ticke koncepte Cije se osnove kriju u tim zadat-
cima, ucitelj moZe te zadatke iskoristiti ne samo
za uvjezbavanje prevodenja zadataka zadanih rije-
¢ima u matematicki zapis i potom uvjezbavanje
izvodenja racunskih operacija, vec¢ i za postavlja-
nje kvalitetnih temelja za razumijevanje osnovnih
nacela prebrojavanja od strane ucenika.
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