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Neke dileme, paradoksi
| zablude u vjerojatnosti

Danijel Krizmanic i
Valentino Skobljanec, Rijeka

U ovom ¢lanku prikazat ¢emo neko-
liko poznatih primjera i problema iz
podrucja vjerojatnosti i teorije igara,

konkretno “dilema zatvorenika”, “para-

doks dviju omotnica”, “zabluda Monte
Carlo” i “petrogradski paradoks”.

Dilema zatvorenika

Dva su sumnjivca uhi¢ena i pritvorena, te su oba
izolirana i ne mogu komunicirati medusobno niti s
vanjskim osobama. TuZitelj ima dokaze protiv obo-
jice za manje prijestupe, te bi ih se moglo osuditi
na zatvorsku kaznu od godinu dana. No on sumnja
kako je par odgovorani za neke vece prijestupe koji
su se dogodili nedavno, no nema nikakvih konkret-
nih dokaza. Istovremeno, oba optuzenika imaju
ponudu tuzitelja da svjedoCe protiv onog drugog
kako bi spasili sebe. Moguce su sljedece opcije:

e Ako se A i B medusobno izdaju, oboje ¢e sluziti
2 godine u zatvoru.

e Ako zatvorenik A izda zatvorenika B, a B ostane
nijem na ponudu tuziteljstva, zatvorenik A ¢e biti
osloboden, dok ¢e B sluziti zatvorsku kaznu u
trajanju od 3 godine (i obratno).

e Ako oba zatvorenika ostanu nijemi na ponudu
tuziteljstva, bit ¢e osudeni za manje prijestupe, te
¢e sluziti samo po godinu dana u zatvoru.

S obzirom na to da optuZenici imaju 2 izbora, ukup-
no dobivamo 4 moguéa scenarija, tj. ishoda, koja
smo gore opisali. Postavlja se pitanje koiji je ishod
najpovoljniji za pojedinog pritvorenika, odnosno §to
bi mu bilo najbolje uciniti u ovoj situaciji: ostati ni-
jem na ponudu tuziteljstva ili izdati svog kolegu.
Konacan rezultat, odnosno trajanje zatvorske kaz-
ne za pojedinog pritvorenika, ovisi i 0 odluci drugog
pritvorenika. Kada bi pritvorenik znao kako je ko-
lega odlucio ostati odan, tada bi izmedu odanaosti i
izdaje povoljnije bilo izabrati izdaju, jer bi u slu¢aju
izdaje bio odmah osloboden naspram jedne go-
dine zatvora u slu¢aju odanosti. U drugom pak
slu¢aju, ako je kolega odlucio izdati ga, povoljnije
bi opet bilo izdati ga, jer u tom slucaju ¢e sluziti
kaznu dvije godine (nasuprot tri godine ako ga ne
izda). Te sve situacije, s obzirom na duzinu zat-
vorske kazne za svakog zatvorenika mozemo bolje
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uociti u tablici 1:

Odanost

Tablica 1. Ishodi igre

Ako u ovoj tablici promatramo zbrojeve godina po
ishodima, moZemo vidjeti kako je zbroj najveéi u
sluCaju njihove medusobne izdaje, dok je najmanii
u sluéaju njihove medusobne odanosti. To znadi
da bi najbolji ishod, ako gledamo obojicu zajed-
no, bio slu¢aj kada oboje ostanu odani. No ako
stvar gledamo s pozicije jednog zatvorenika, nje-
mu se najviSe isplati izdati svog kolegu (“jer $to god
ucinio kolega, ako ga izdam, dobit ¢éu manju kaznu
nego da sam bio odan”). lako medusobna oda-
nost rezultira najooljim zajedni¢kim ishodom (ukup-
no najmanja zatvorska kazna), takav ishod nije ba$
razumno oCekivati zbog &injenice da odanost nije
razumna s pozicije individue. Srz dileme, recimo
to tako, je u tome da iako je u najboljem interesu
obojice pojedinaca da suraduju i budu medusobno

odani, ipak je u interesu svakog pojedinca zasebno
da izda onog drugog.

Znajudi da nas je kolega izdao, nije moguci bolji
vlastiti ishod od onoga u kojemu ga i mi izdajemo.
Isto vrijedi i za naseg kolegu. Spomenuto stanje
je stabilno stanje sustava koji ukljucuje vise sudi-
onika (u nasem slucaju dva) u kojemu niti jedan
sudionik ne moze steéi bolji viastiti ishod mijenja-
njem strategije, sve dok odluke ostalih sudionika
ostaju nepromijenjene. To je jedini ishod igre za
koji vrijedi Nashov equilibrium. John Nash' je za
svoj rad vezan za ovu tematiku 1994. godine dobio
Nobelovu nagradu iz ekonomije. Zanimljivo je kako
je na veliko priznanje svoje teorije ¢ekao 43 godine
od objave ¢lanka.

Ako zamislimo da se nademo u situacji u kojoj smo
uhi¢eni zajedno s jednim svojim prijateljem, svatko
bi si od nas mogao postaviti pitanje: “Bih li ostao
odan prijatelju ili bih ga ipak izdao (i time dobio
manju kaznu)?” Na odgovor bi naravno utjecalo i
nase uvjerenje o tome koliko nam je taj prijatelj za-
ista prijatel], tj. koliko smo uvjereni da bi on nama
ostao odan. U tom kontekstu su dva ekonomis-
ta sa SveuciliSta u Hamburgu provela istrazivanje.
Oni su testirali grupu studenata i zatvorenika, kako
bi na koncu usporedili njihove rezultate. Test nisu
temeljili na godinama zatvora, ve¢ su koristili no-

Dilema zatvorenika

Netko mora poéeti Sto ako te nitko drugi
ne bude pratio u
troSenju? Potonuti ¢e$
dublje u dug dok ce ti
se prihod smanjiti.

vac kod studenata i ekvivalentnu vrijednost kave ili
cigareta kod zatvorenika. Dobili su da je 37 % stu-
denata ostalo odano kolegi, dok se kod zatvorenika
radilo o ¢ak 56 % slucajeva odanosti.

trogiti i. Ja é
Pad je psiholozki. Ako svi budemo imali ms.l .I pr.\nl acu
5 S & voditi primjerom!
povjerenja jedan u drugog i ponovno

pocnemo trositi, biti cemo u redu!

lako se samo okruzenje ove dileme cini pomalo
izoliranim, mnogo je primjera u ljudskoj interakciji,
kao i u procesima medu zivim bi¢ima u prirodi koja
imaju istu problematiku i dilemu. Zato je dilema
postala predmet prouc¢avanja u raznim znanostima
poput ekonomije, psihologije, sociologije i evolucij-
ske biologije. Spomenimo ovdje kao primjer utrku
u naoruzanju izmedu SAD-a i SSSR-a tijekom hlad-
nog rata. Obje strane su imale izbor “nacruzati se”
ili “razoruzati se”. S pozicije svake strane pojedi-
nac¢no bolja je opcija naoruzati se, jer smanjivati
koli¢inu i kvalitetu svog oruzja dok se druga strana
naoruzava znac¢i doci u opasnu situaciju gubljenja

To je kao recikliranje. Ako svi to Ovdje je sigurno
ucinimo, svijet je ¢isto mjesto! 1] punosmeca

Slika 1. Dilema zatvorenika izvan zatvora (slika
objavljena uz suglasnost nositelja autorskih prava)

! Americki matematicar, poznat | po filmu “The Brilliant Mind” u kojemu ga utjelovljuje Russell Crowe.
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budu¢eg medusobnog rata, a s druge strane na-
oruzavati se dok se druga strana razoruzava znaci
do¢i u superiorniju poziciju. Ako se obje strane
naoruzavaju, troSe resurse na razvoj i odrzavanje
oruzja, a ne mogu si ba$ priustiti da napadnu dru-
gu stranu (obje strane imaju nuklearno naoruzanije).
Opcija koja bi bila najbolja za obje strane, gledane
zajedno (kao i za cijeli svijet), je da se obje razo-
ruzaju. Tako ne bi doslo do medusobnog rata niti
bi se trosili resursi na odrzavanje vojnog arsenala.
Ono $to se zaista dogodilo znamo, obje su strane
ipak odlucile upustiti se u utrku vojnog naoruzanija.

Paradoks dviju omotnica

Pretpostavimo da osobi pokazemo dvije zatvorene
i identicne omotnice. Znamo da se u omotnicama
nalaze novci, i to u jednoj omotnici dvostruko veci
nov&ani iznos nego u drugoj. Osoba izabere jednu
omotnicu, nakon ¢ega joj dajemo na izbor zamjenu
omotnice. Koji bi trebao biti sljede¢i potez? Zami-
jeniti ili ne zamijeniti? Je li svejedno?

lako je naizgled jednostavno, jer smatramo da je
izbor nebitan, kao izbor glave ili pisma kod bacanja
simetriénog novcica, stvari se ubrzo kompliciraju.
Omotnica koju smo izabrali sadrzi x kuna. Stoga,

Slika 2. Sto se nalazi u drugoj omotnici?

X
druga omotnica sadrzi 2x kunaili 5 kuna, te su oba

scenarija jednake vijerojatnosti. Ako naa omotni-
ca sadrzi manju vrijednost, zamjenom bismo dobili
2x kuna, te bismo zaradili x kuna. Ako pak nasa
omotnica sadrzi vecu vrijednost, zamjenom bismo

dobil )—ZC kuna, te bismo izgubil % kuna.

Oznacimo sa X slucajnu varijablu koja predstavija
dobitak zamjenom omotnica. Razdioba od X je
tada

Slijedi da je matemati¢ko o¢ekivanje dobitka zam-
jenom omotnica

Vidimo kako bismo, s obzirom na dobivenu pozi-
tivnu vrijednost ocekivanja, trebali zamijeniti omot-
nice. No, $to ako nakon zamjene opet primijenimo
isti princip? Tada ¢emo se naci u beskonacnoj pet-
ljl zamjena omotnice u kojoj se nakon velikog broja
zamjena oCekuje velika dobit. To oito nije mogucée
te smo time otkrili paradoks.

Promotrimo sada na$ problem na drukgiji nacin.
Neka nam je ukupna vrijednost u omotnicama jed-
naka 3x kuna. Tada shodno naSem izboru mozemo
dobiti 2x kuna ili x kuna. Ako nasa omotnica sadrZi
manju vrijednost, x, tada zamjenom dobivamo x
kuna viSe. Ako naSa omotnica ipak sadrzi vecu
vrijednost, tada gubimo x kuna. Oznacimo sa Y
sluCajnu varijablu dobitka zamjenom omotnica u
ovako postavljenom modelu, pa imamo

Iz ovog slijedi kako nemamo (matematickog) raz-
loga za zamjenu omotnice.
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Primijetimo da u prvom modelu imamo tri vrijednos-
X
tiuigri (=, xi2x), dok u drugom imamo samo dvije

(xi2x), atoliko imamo i omotnica na raspolaganju.
U prvom slucaju poteskocu stvara ¢injenica da sa x
oznacavamo razliCite vrijednosti (i manji i veci iznos
ovisno 0 omotnici koju smo izabrali). Ovdje smo
se ograni¢ili uglavnom samo na prikaz paradoksa,
bez detaljnijeg razrje$enja i objasnjenja. Clanci i
¢lanci su napisani o tome, te se i dalje vode rasp-
rave kako ispravno pristupiti tom problemu.

Zabluda Monte Carlo

Ako se nesto dogodi ¢eS¢e nego $to je ocekivano
tijlekom odredenog razdoblja, dogodit ¢e se rjede
u bliskoj budu¢nosti (i obrnuto). Misljenje je nas-
talo zbog pretpostavke za potrebom stabilizacije
frekvencija. Ve¢ je francuski matematiCar Lapla-
ce 1796. godine uocio glediste kod nekih svojih
muskih suvremenika, Cije su zene bile trudne, da
veliki broj rodenih djeCaka u okolici implicira ka-
ko ¢e oni dobiti kéer. Slicno se razmisljanje moze
vidjeti i kod nekih roditelja danas koji nakon ne-
koliko dobivenih djevojcica (ili djec¢aka) misle kako
Ce iduci put imati viSe Sansi da dobiju djeCaka (ili
djevojcicu).

Takvo razmisljianje, u slu¢aju nezavisnih ponavlja-
nja slucajnog pokusa, jest pogresno. llustrirajmo
to na jednom primjeru. Pretpostavimo da bacamo
jednu simetri¢nu kocku, te da nas zanima dogadaj
da na njoj padne paran broj. Vjerojatnost tog
dogadaja je 3 (od Sest brojeva na kocki tri su po-
voljna za na$ dogadaj, tj. brojevi 2, 4 i 6), a toliko
iznosi i vjerojatnost dogadaja da padne neparan
broj. Ako smo tu kocku bacili pet puta (ta baca-
nja su nezavisna jedno od drugoga) i svaki se put
pojavio paran broj, mozemo se pitati kolika ¢e biti
vjerojatnost da u iduéem bacanju opet padne paran
broj. Zagovaratelji gornjeg razmisljanja rekli bi ka-
ko Ce sada biti vjerojatnije da ¢e pasti neparan broj,
kako bi se “uravnotezila” slu¢ajnost kocke. No to
je pogresno, jer u 6. bacanju kocke, $to god se do-
godilo tijekom prvih pet bacanja, Sanse da padnu
paran ili neparan broj su jednake (“kocka ne pam-
ti svoju pro$lost”). Pokazimo to. Oznalimo sa A

dogadaj da se u prvih pet bacanja kocke svaki put
pojavio paran broj. Tada je vjerojatnost dogadaja
A dana sa

1

P(A) = 5.

Neka je B dogadaj da je u 6. bacanju kocke pao
paran broj. Ono $to Zelimo izratunati je P(B|A),
tj. uvjetnu vjerojatnost dogadaja B, uz uvjet da se
dogodio dogadaj A, odnosno vjerojatnost da u 6.
bacanju kocke padne paran broj ako je u prvih pet
bacanja palo pet parnih brojeva. Po formuli za
uvjetnu vjerojatnost imamo

1
p(p|4) = PEOA) (ﬁ(z)“) S
»

Najpoznatiji primjer ovakve zablude, po kojem je
ona i dobila ime, dogodio se u jednom kasinu u
Monte Carlu 1913, godine. Dogodilo se sliedece.
Kuglica na ruletu pala je na crna polja 26 puta za-
redom. Kockari su tada izgubili milijune franaka
klade¢i se protiv crne boje, krivo smatrajuci kako
takav niz uzrokuje neravnotezu u slu¢ajnosti ruleta,
pa se u nastavku kuglica trebala zaustavljati Cesce
na crvenim poljima.

Petrogradski paradoks

Ime je dobio po djelu Daniela Bernoullia “Commen-
tarii Academiae Scientiarum Imperialis Petropolita-
nae” iz 1738. godine u kojem je on raspravljao o
ovom problemu.

Zamislimo da kasino ima u ponudi igru bacanja si-
metri¢nog novcica pri kojoj igracu isplacuje 2 kune
ako se pismo pojavi u prvom bacaniju novcica, 4 ku-
ne ako se pismo prvi put pojavi u drugom bacanju
novCi¢a, 8 za prvu pojavu pisma u tretem bacanju
itd. Dakle, igra€ osvaja 2" kuna ako pismo padne
prvi put u n-tom bacanju novcica. Pitamo se koliko
velika bi trebala biti ulazna uplata igrac¢a kako bi se
garantirala pravedna igra. To se dogada u slucaju
kada je oCekivani kona¢ni dobitak igraCa jednak
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nuli, tj. kada su izjednaceni iznosi uplate igraca za
sudjelovanje u igri i oCekivane isplate za pobjedu u
igri.

Izratunajmo vjerojatnost dogadaja da je pismo pa-
lo prvi put u n-tom bacanju nov¢i¢a. Uoc¢imo da
su u tom dogadaju ishodi u svakom od n bacanja
novcica to¢no odredeni: u prvin n— 1 bacanja pale
su glave, a u n-tom pismo. Kako je novci¢ simet-
ri¢an, vjerojatnosti da padnu pismo, odnosno glava

Su jednake i iznose > pa je vjerojatnost trazenog
dogadaja

P(“pismo prvi put u n-tom bacanju”) =

11 11
T2 02 T o
nputa

Distribucija slu¢ajne varijable isplata izgleda ovako:

2 4 ... 2
X~ 1 1 1 ;
2 4 T o

pa je ocekivana vrijednost isplate igracu od strane
kasina jednaka

1 1 1
EX=2- 244 — 4. +2" = 4.
STA g2t
—14+1+1+...=0c0.

Dakle, ako bismo htjeli da igra bude pravedna, ig-
raC treba na pocCetku uplatiti beskonac¢an iznos ku-
na kako bi uSao u igru. No bi li tko uplatio besko-
nacan iznos kako bi u konacnici zapravo dobio 2"
kuna za nekin € N? U tome leZi paradoks. Gle-
dajuc¢i samo ovaj rezultat, bilo koji kona¢an iznos
uplate za uci u igru je prihvatljiv za igraca (jer bi u
prosjeku bio na dobitku). No do kojeg iznosa bi
svatko od nas bio spreman i¢i s tom uplatom?
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10. stru¢no-metodicki skup, Pula 2017.

10. stru¢no-metodicki skup - Metodika nastave matematike u osnovnoj i srednjoj Skoli odrzat ¢e se od 10. do 12.
studenoga 2017. u Puli (hotel “Park Plaza Histria”). Tema skupa: Modeliranje i matematika.

Na skup su pozvani svi ucitelji matematike osnovnih Skola, nastavnici matematike srednjin Skola te sveucilisni
profesori Republike Hrvatske i Sire. Predavadi i voditelji radionica bit ¢e nasi istaknuti sveuciliSni profesori, uéitelji
i nastavnici te savjetnici Agencije za odgoj i obrazovanje. Na skupu ¢e se raditi plenarno i u radionicama, bit ¢e i
okruglih stolova, izloZbi i promocija. Skup se organizira u suradnji s Agencijom za odgoj i obrazovanie.

Pozivamo Vas da i na ovome jubilarnom, desetom po redu, Skupu aktivno sudjelujete kao predavac i/ili voditelj
radionice. Na skupu ¢emo obiljeZiti 20 godina kontinuiranog rada Matemati¢kog drustva “Istra”, ranije HMD —

podruznica Istra.

Vise procitajte na http://md-istra.blogspot.hr/p/metodicki-skup-pula.html.

Robert Gortan, prof.
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