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Vise raznih rjesenja

jednog zadatka iz geometrije
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In memoriam dragom kolegi i prijatelju
Andelku Mari¢u (1939. — 2016.)

U ovom ¢emo radu dati Cetiri razna rjeSenja jednog zadatka iz geometrije u vezi trokuta i to
dva cisto planimetrijska te po jedno rieSenje s pomocu vektora i analiticke geometrije. Misljenja
smo da su ovakvi radovi iz matematike vrlo znacajni i zanimljivi za one ucenike (pa i studente)
koji pokazuju veci interes za matematiku, kao i za nastavnike koji rade s takvim u€enicima.
Parafrazirao bih ovdje jednog uglednog engleskog metodi¢ara nastave matematike (W. W.
Sawyer, 1911. — 2008., Prelude to Mathematics) koji je rekao da je vrednije rijeSiti jedan zadatak
na dva ili vise nacCina, nego desetine zadataka na jedan te isti nacin.

Rijec je o sljede¢em zadatku:

U jednakokracnom trokutu ABC |AB| = |AC]|,
tocka D je poloviste osnovice BC, a tocka E je
noziste okomice iz tocke D na krak AC. Tocka
F je poloviste DE. Dokazi da su pravci BE i AF
medusobno okomiti.

Rjesenje 1. Ako je to&ka G poloviste duzine CE,
tada je duzina FG srednijica trokuta DCE, te je
FG || DC (slika 1), paje FG L AD. Duzina DG
je srednjica trokuta BCE, te je DG || BE. U troku-
tu ADG pravci DE i GF su pravci na kojima leze
visine tog trokuta pa je tocka F njihov ortocentar,

Sto znaci da tre¢a visina trokuta ADG, povucena iz
vrha A, lezina pravcu AF. Prematome, slijedida je
AF 1 DG, odnosno zbog DG || BE: AF | BE.®

Rjesenje 2. Neka je M presje¢na tocka duzina AF |
BE. Da bismo dokazali da je kut JAMB pravi, po-
trebno je dokazati da je Cetverokut ABDM tetivni
(slika 1), tj. da vrijedi SJDAM = {DBM.

Bududi da je DE L AC, tj. DF L. ACiDC 1L AD,
slijedi da je JADF = <JDCE (kutovi s okomitim
kracima). Dokazat ¢emo sada da su trokuti ADF' i
BCE sli¢ni.
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Dokazat ¢emo najprije da vrijedi jednakost:
|DF| _ |EC|
|AD| — |BC|’
1
odnosno zbog |DF| = §|DE| i |BC| =2|DC]:

IDE|  |EC|
2|AD|  2|DC|’

|DE| B |EC|
|AD|  |DC|’

Ova jednakost slijedi iz ¢injenice da je trokut ADC
pravokutni trokut ¢ija je visina na hipotenuzu duzina
DE pa su trokuti ADE | CDE sli¢ni, odakle slijed|
gornja jednakost. Dakle, dokazali smo da vrijedi:

pr |EC

ADF = IDCE = JBCEte o) — =21
9 9 JBCEte D] ~ |Bc| >
znaci da je AADF ~ ABCE.

Odavde slijedidaje 4DAF = JCBE, tj. JDAM =
JDBM, sto znadi da je Cetverokut ABDM tetivni.
Buduci da je 4BDA pravi kut, iz obrata Talesova
teorema slijedi da je AB promjer kruznice opisane
oko ABDM pa je i kut JBMA pravi, ti. AM | BE
iiAF L BE. 1R

Rjesenje 3. Ozna¢imo AB = @ AC = b; tada je
— . — — -
BC=b—d AE=Ab,A €R, |d = |b| =0,
(d,b) = @ (slika 1).
A
E
G
.
B D C
Slika 1.

. —_—  — , R
Izrazimo vektore BE i AE s pomocu a i b.

Imamo
. — 1. =
BE=—d+Ab, A :E(a+b)’
— 1] — —
AFZE(AD—FA ),
— 1 /1 1-
AF = — | =d+ b+ Ab
2( a+2 + )
171, .
Z[a+(l+2/l)b].
Dalje je:
— — = 1, 1- -
DE =DA+ A :——a—ib—i-/lb

—

i+ (1 —u)b]

DN —
L

Buduéi da je DE okomito na AC, slijedi da je
— — 17, i -
DE-AC = 0, odnosno ~3 {a + (1 - Zl)b} b=
0,@-b+(1—22)p*=0,te
|d@||b| cos @ + (1 —24)b* =0

—b’cosp+ (1 —2A)p* =0/ : (b*> #0)

=cosp+1—-24=0

= cos@ =24 — 1. (D)

_—  —

Dovoljno je sada dokazati da je BE - AF = 0 li
(—d+ Ab) {aur (1 +2x)7] ~0.
Imamo dalje:

(—d + Ab) [a+ (1+ 2,1)5]
2427 -7 2
=—a"+Ad-b—(1+2A) a -b+A(14+2A4)b
=—b*+(A—1-22)b* cos p+(A+2A%)b*
=b*[(2A°+A — 1) — (A + 1)cos @] .

(2)
Stavljajuéi u (2) izraz za cos @ iz (1), dobivamo:
(—d+ Ab) [m (1 +2/1)5}
= [2A°+A—-1)—(A+1)(2r—-1)] =0
pajeAF 1L BE. &

broj 90 / godina 18. / lipanj 2017.



Rjesenje 4. Koristit ¢emo se ovdje analitickom ge-
ometrijom. Nekaje BC = OX,AD = 0Y,D(0,0),
A(0,b), B(—a,0), C(a,0); (a > 0,b > 0) (slika
2).

F

»

.
B(-a0)  D|0,0) x

Slika 2.

C (a,0)

% = 1 ocitavamo

X
Iz jednadzbe pravca AC: — +
a
b
koeficijent smjera kac = —— te zbog DE 1. AC:
a

jednadZba pravca DE je y = %x.

Kako je {E} = DE N AC, dobivamo koordinate

toCke E:
£ )

ab? a*b
a? +b? a? +b?

15466.

Branimir Daki¢

MALA /BiRK

300 zadataka za provjeru znanja

osnovnoskolske matematike

114 str, 12x21 cm, 67,00 kn

kao i
F ab? a*b
2(a® + b)) 2(a® + b?)

Dalje dobivamo:
a*b
2(a*> + b?)

ab®
2(a®> +b?)

_ a® +2b?
o ab '’

kar =
-0

a’b
ab?
212

-0 ab

T 22

kBE =

—1

a odavde je ocito da vrijedi kar = . tj. pravac
BE

AF okomit jena BE. &
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