Maja Starcevic, Zagreb

Znanje o konstrukcijama geometrijskih
likova steCeno na nastavi matematike
ucenici mogu primijeniti pri izradi alata
za crtanje likova u nekom od programa
dinami¢ne geometrije. Izradeni alati
mogu im pomadi i u vizualizaciji pri
rieSavanju kombinatornih zadataka
razliCitih tezina.

Izradom alata u nekom od programa dinami¢ne
geometrije i njihovom primjenom uvodimo kreativ-
niji pristup u nastavu geometrije. Tako postavljeni
problemi su kompleksniji. Oni kao prvo zahtjeva-
ju predznanje o konstrukcijama raznih likova kako
bismo uopce mogli pristupiti izradi alata. Nakon
Sto se konstruira zadani lik, potrebno je prepoznati
koji su objekti konstrukcije ulazni, odnosno o kojim
objektima ovisi Citava konstrukcija, te koji su ob-
jekti izlazni, tj. objekti dobiveni konstrukcijom koji
u potpunosti ovise o ulaznim objektima i koje alat
treba iscrtati. Primjenjujuci neke alate, npr. one kod
kojih imamo po dvije ulazne tocke &ija udaljenost
nije konstantna, moze se uoCiti da oblik dobive-
nih likova ostaje isti, ali im se mjere proporcionalno
mijenjaju. Tada s pomoc¢u alata ne crtamo suklad-
ne, ve¢ medusobno sli¢ne likove. Ako zadajemo
uvijete na dimenzije likova koje Zelimo nacrtati s
pomoc¢u alata, potrebno je stoga i predznanje o
sli¢nosti likova.

mmisS

|lzrada alata
u GeoGebri |
kombinatorni zadatci

U ovom ¢emo radu prouciti kako alate mozZzemo
iskoristiti u poplo¢ivanju nekog zadanog lika, od-
nosno kakve bismo vrste zadataka mogli sastaviti
u tom kontekstu, bilo u redovnoj ili dodatnoj nastavi.
Jedan od pristupa je da u€enicima damo slobodu
u odluci koje ¢e alate i koliko njih koristiti, kao i
nacin na koji ¢e ih koristiti. Drugi pristup je zadati
im dodatne uvjete i na taj nacin podici tezinu za-
datka u geometrijskom i/ili kombinatornom smislu.
Ucenici takve zadatke mogu rijesiti metodom po-
kusaja i pogresaka. Ako zakljuce da nece uspjeti
poploditi zadani lik, mogu se npr. vratiti na pocetak i
poku$ati poplocivati na neki drugi nacin. Ponekad
¢e neki ucenici shvatiti da su pogrijesili u nekom
konkretnom koraku te ipak iskoristiti dio poteza ko-
ji su napravili, odnosno ponistit ¢e samo nekoliko
posljednjih poteza ili neki drugi skup poteza za koje
primijete da ne vode do rjeSenja. Kod nekih zada-
taka ¢e neka skupina ucenika, analiziraju¢i zadano,
sastaviti unaprijed potpunu strategiju rieSavanja te
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zatim otprve poploditi zadani lik.

Zadatci se mogu postavljati tako da dobijemo za-
datke vrlo razli¢itih teZina, od vrlo jednostavnih za-
dataka do onih teZih koji zahtjevaju kombinatorne
dokaze. Stoga su neki od njih primjereniji redovnoj,
a drugi dodatnoj nastavi.

|lzrada alata

Pogledat ¢emo jedan konkretan primjer. Napravit
¢emo alate “Trokut” i “Trapez” u GeoGebri. Alat
“Trokut” za zadane dvije tocke crta jednakokracan
pravokutan trokut kojem su zadane toc¢ke krajnje
tocke hipotenuze. S druge strane, alat “Trapez”
za zadane dvije toCke crta jednakokracan trapez
kojem je jedna osnovica tri puta dulja od druge os-
novice i od visine trapeza. Zadane toc¢ke su vrhovi
trapeza koji pripadaju duljoj osnovici.

OpiSimo izradu alata. Prvo ¢éemo napraviti alat “Tro-
kut”. Za zadane dvije tocke P i Q odredimo polo-
vidte S duzine PQ te rotiramo Q oko S za 90° u
pozitivnom smjeru. Dobivena je tocka R te kons-
truiramo trokut PQR. Sada pod stavkom izbornika
‘Alati” odaberemo podstavku “Izrada novog alata”.
U dobivenom okviru za ulazne objekte odaberemo
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Slika 1.
< Izrada novog alata
Izlazni objekti | Ulazni objekti I Naziv i ikona:
R Odaberite objekte u konstrukciji ili s liste
v
ITrokut mnogokut1: Mnogokut P, Q, R g
v |
X
S el
< Natrag Dalje > Odustani
Slika 2.

zadane tocke P i Q (slika 1), a za izlazni objekt tro-
kut POR (slika 2). Nakon $to upiSemo ime alata i
potvrdimo, dobit éemo poruku da je alat uspjesno
izraden. U alatnoj traci pojavit ¢e se ikona koja pri-
pada upravo izradenom alatu. Odabirom te ikone
i dviju to¢aka na plohi crtanja nacrtat ¢e se trazeni
trokut.

Sli¢no, za zadane tocke T i U odredimo tocke T i
U’ koje dijele duzinu TU na tri jednaka dijela (slika
3). Rotiramo T oko T’ za 90° u negativnom smijeru
i dobivamo tocku W. Rotiramo U oko U’ za 90°
u pozitivnom smijeru i dobivamo to¢ku V. Sada su
nam za alat “Trapez” ulazni objekti tocke T i U, a
izlazni objekt je dobiveni trapez TUVW.

w Vv
L °
L ° ° °
T Ly ) u

Slika 3.

Trokut i trapez ¢emo obojiti razli¢itim bojama i is-
taknuti im stranice tako da ih mozemo razlikovati
na slici.

PoploCivanje zadanog lika

U nastavku ¢emo se konstruiranim alatima koris-
titi za poplocivanje kvadrata ABCD stranice dulji-
ne 6 cm. Pod poplocivanjem podrazumijevamo
potpuno prekrivanje kvadrata ABCD likovima ko-
je mozemo dobiti s pomoc¢u izradenih alata, pri
¢emu nema preklapanja likova. Uvest ¢emo os-
novna pravila poploc¢ivanja. Ona glase:

a) Svi trokuti moraju imati hipotenuzu duljine 2 cm.

b) Kraca stranica trapeza mora uvijek imati duljinu
1cm.

c) Sve hipotenuze trokuta moraju biti paralelne s
jednom od stranica kvadrata ABCD.

d) Sve osnovice trapeza moraju biti paralelne s jed-
nom od stranica kvadrata ABCD.
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Ocito je da ¢e zbog prethodnih pravila svi trokuti i
trapezi imati vrhove u toCkama koje su prikazane
na mreZi na slici 4, gdje je udaljenost svih susjed-
nih ¢vorova jednaka 1 cm. Takoder, primje¢ujemo
da svi trokuti kojima se koristimo u poplocivanju
imaju jednake dimenzije, te da isto vrijedi i za tra-
peze. Na slici 5 i slici 6 vidimo sve naline kako se
mozemo Koristiti ovim dvama alatima uz prethodno
postavljene uvjete.

Kombinatorni zadatci

U zadatcima koji slijede zadajemo dodatne uvjete
na poploCivanje. Za pocCetak ¢emo rijesiti dva jed-
nostavnija zadatka metodom ponavljanja uzorka.

Zadatak 1. PoplocCite kvadrat ABCD tako da se
koristite samo trokutima.

L L J 4 L L d L L
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Slika 7.

Rjesenje: Zadatak je lako rijesiti ako prepoznamo
uzorak u poplocivaniju koji se moze ponavljati. Kon-
kretno primijetimo da kvadrat ABCD mozemo po-
dijeliti na devet kvadrata sa stranicom duljine 2 cm
kao na slici 7. Pritom kvadrat u donjem lijevom ku-
tu poplocimo kao $to je prikazano na slici, a ostale
kvadrate poplo¢imo na isti nacin.

Zadatak 2. PoplocCite kvadrat ABCD tako da se
Kkoristite jednakim brojem trapeza i trokuta.

Rjesenje: Uocimo da se pravokutnik duljina strani-
ca 3 cm i 2 cm moze poplociti dvama trapezima |
dvama trokutima, kao naslici 8. Drugimrijecima, taj
smo pravokutnik poplo€ili jednakim brojem trokuta
i trapeza. Zadani kvadrat ABCD mozemo rastaviti
na Sest pravokutnika istih dimenzija. Ako svaki od
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Slika 8.
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njih poplo¢imo na prethodno opisani nacin, ukupan
broj koristenih trokuta bit ¢e jednak broju trapeza.

Prepoznate uzorke iskoristit cemo i u sliede¢em za-
datku koji zahtijeva dodatni racun.

Zadatak 3. Poplocite kvadrat ABCD s pomocu tra-
peza i trokuta tako da iskoristite sedam puta vise
trokuta nego trapeza.

Rjesenje: Odredimo prvo broj trokuta i trapeza koje
treba iskoristiti. Neka je x broj trapeza. Tada je 7x
broj trokuta. Povrsina kvadrata je 36 cm?, povrina
svakog trokuta jednaka je 1 cm?, a povréina svakog
trapeza je 2 cm?. Dakle, vrijedi 7x- 1 4+ x -2 = 36,
odnosno x = 4 pa moramo iskoristiti 4 trapeza i
28 trokuta. Nadalje, primijetimo da se mozemo ko-
ristiti uzorcima iz prethodna dva zadatka pa plo¢u
mozemo poplocCiti npr. kao na slici 9. Lako je vidjeti
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Slika 9.

Slika 10.

da drukdijim razmjeStajem uzoraka dobivamo jos
neka rjesenja (npr. slika 10).

U prethodnim zadatcima bilo je dovoljno naci jed-
no rieSenje zadatka. Zadatak moZze postati slozZeniji
ako trazimo dokaz da neko poplocCivanje ne pos-
toji. Jedan od nacina dokazivanja takve tvrdnje je
da pokuSamo poplociti zadani lik od mjesta gdje
imamo samo jednu opciju za poplocivanie (ili jako
malo njih). Pogledajmo to na sliedecem primjeru.

Zadatak 4. Dokazite da nije moguce poplociti kva-
drat ABCD samo s pomocu trapeza.

Rjesenje: Pogledajmo za pocetak kako poploditi
kvadrat AB|C;D; duljine stranice 1 cm (slika 11).
Ocito je da se on ne moze prekriti samo jednim
trapezom, odnosno da je za njegovo poplocivanje
potrebno iskoristiti dva trapeza i da je to prekriva-
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Slika 11.

D _ _ _ _ _ c
L - L] . - L] 3

4 - . . - . 4

Slka 12.
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nje moguce napraviti samo na jedan nacin (slika
12). Analogno dolazimo do zaklju¢ka kako prekriti
kvadrat A,BC,D; (slika 11). RjeSenje opet vidi-
mo na slici 12. Na isti nacin zakljuCujemo kako
prekriti kvadrat EFGH (slika 12) i vidimo da ima-
mo samo jedno moguce rjeSenje, kao na slici 13,
Time smo dobili jedan nepokriven trokut IJK ko-
jeg je nemoguce prekriti trapezom. Dakle, zadano
poplodivanje ne postoji.

Slika 13.

U zadatku 3 smo vidjeli da mozemo imati i vise
rieSenja. Jo$ jedan izazov u zadatku moze biti da
odredimo ba$ sva poplocivanja sa zadanim svoj-
stvima.

Zadatak 5. Na koliko nacina moZemo poploCiti
kvadrat ABCD trokutima i trapezima, koristeéi se
barem jednim trapezom, tako da dobivena slika na

kvadratu bude simetricna s obzirom na obje dija-
gonale kvadrata i na duzine koje spajaju polovista
nasuprotnih stranica kvadrata?

Rjesenje: Za pocetak, kljucno je primijetiti sliedece
svojstvo. Ako je slika na kvadratu ABCD simetri¢na
u odnosu na neku od zadanih osi simetrije, onda
se svaki trapez koji sudjeluje u poplo¢ivanju mora
u potpunosti nalaziti s jedne strane te osi. Podijeli-
mo zadani kvadrat na osam trokuta kao na slici 14.
Dakle, ako neki trapez sudjeluje u poplocivanju, on
se u potpunosti nalazi unutar nekog od tih osam
trokuta iz podjele.

Pretpostavimo da smo u nekom od tih osam trokuta
alatom nacrtali dva trapeza. Zbog uvjeta simetrije,
lako je vidjeti, da polozaji svih trapeza koje ima-
mo u poplodivanju moraju izgledati kao na slici 15.
Medutim, tada je preostalo jo$ Cetiri kvadrata du-
ljine stranice 1 cm koja viSe nije moguce poplociti
trokutima. Dakle, poplocivanje zadanog tipa sa 16
trapeza nije moguce.

Preostaje ispitati imamo li poplocivanje kod kojeg u
svakom od osam trokuta podijele sa slike 14 imamo
nacrtan samo jedan trapez. Tada promatramo dva
slu¢aja. U prvom slu¢aju postavimo trapeze kao
na slici 16. Kvadrat LMNO nakon toga mozemo
poplociti samo trokutima koji su naznaceni na istoj
slici te vidimo da nakon toga poplocivanje vise nije
moguce.

U drugom slucaju postavimo po jedan trapez u
osam trokuta podjele na preostali moguc¢i nacin
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(slika 17). Tada trokut M’N’O mozemo poploditi
trokutima na dva nacina. Prvi je nacin prikazan na
slici 17. Ocito je da ne mozemo dalje nastaviti s po-
plo¢ivanjem. Ako trokut M’ N’ O poplo¢imo kao na
slici 18, preostaje nam za poplociti kvadrat duljine
stranice 4 cm. Njegove kutove moZzemo poplociti
samo na jedan nacin i dolazimo do situacije u kojoj
nam preostaje za poplociti kvadrat dijagonale dulji-
ne 4 cm (slika 19). Podijelimo ga na Cetiri kvadrata
kao na slici 19. Zbog simetrije poplocivanja, dovo-
lino je naci broj nacina na koji je moguce poplociti
jedan od tih kvadrata. Lako je vidjeti da imamo
samo dva nacina (slika 20 i 21).

Slika 17.

Slika 18.

Zaklju€ujemo konacno da imamo dva nacina pop-
loCivanja koja zadovoljavaju zadane uvjete i da kod
svakog nacina koristimo ukupno osam trapeza.

Kako smo u prethodnom zadatku dobili samo dva
poploCivanja, nije bilo teSko nacrtati sva dobive-

Slika 19.
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Slika 21.

na rieSenja. Zadatak s prebrojavanjem postaje
sloZeniji ako zadanih poplocivanja ima puno vise
te se u prebrojavanju mozemo oslanjati samo na
kombinatorne argumente, odnosno ne mozemo
nacrtati sve popratne slike.
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Primijetimo npr. da smo i u prvom zadatku mogli
dobiti vise rjesenja. Ako ne razmisljamo na nacin
opisan u rjeSenju, nego zadatak rieS§avamo meto-
dom pokusSaja i pogreSaka, mogli bismo do¢i do
jos§ rjeSenja, kao npr. na slikama 22 i 23. Prebro-
jit ¢emo stoga poplocivanja zadana kao u prvom
zadatku.

Slika 22.

Slika 23.

Zadatak 6. Na koliko nac¢ina mozemo poplociti
kvadrat ABCD s pomocu trokuta?

Rjesenje: Da bismo rijesili zadatak, pokusavamo
uociti neku pravilnost kod svakog takvog poplo¢i-
vanja (pozeljno je stoga napraviti §to viSe rieSenja).
Na slici 22 i slici 23 moze se uoCiti jedna takva
pravilnost. Konkretno, uoCavaju se kvadrati sas-
tavljeni od dva trokuta. Ti su kvadrati takvi da suim
stranice paralelne s dijagonalama kvadrata ABCD.
Bolji pregled uocenih kvadrata je na slici 24. U na-
stavku ¢emo pokazati da kod svakog poplocivanja

koje trazimo imamo istu situaciju, odnosno da je
svaki kvadrat sa sheme na slici 24 prekriven tocno
dvama trokutima. Drugim rije¢ima, ako postavi-
mo neki trokut s pomocu alata, on se u potpunosti
nalazi unutar nekog od kvadrata sa sheme, ili se
podudara s nekim trokutom sa sheme.
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Slika 25.

Promatramo stoga za podetak kvadrat AB'C'D’
(slika 25). Njega ocito ne mozemo poplociti sa-
mo jednim trokutom, ve¢ uocavamo da je jedino
moguce poploCivanje kao na slici 25. Prou¢imo na-
kon toga poploGivanje kvadrata A” B”C'D". Prvo
je potrebno poplogiti trokut C’SD”. Njega mozemo
poploditi koristeci se ili vodoravno ili okomito pos-
tavljenim trokutom. Pretpostavimo prvo da se ko-
ristimo vodoravnim trokutom s kojim potpuno pre-
krivamo trokut C'B”D”. Dalje moramo poplociti
kvadrat SA”E'D"”. Kao i prije, mozemo zakljuditi
da pritom moramo nuzno jednim trokutom prekriti
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trokut A” B D" Dakle, iskoristili smo to¢no dva tro-
kuta za prekrivanje kvadrata A” B” C'D" . Na sli¢an
nacin dolazimo do zaklju¢ka i u drugom slucaju,
kad se koristimo okomitim trokutom za prekriva-
nje trokuta C'SD". Dakle, kvadrat A”B”C'D" ne
mozemo poplociti nekim trokutom ako on u potpu-
nosti ne pripada tom kvadratu. Preciznije, mozemo
ga poplociti na to¢no dva nacina (slike 26 i 27).
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Vlado Stosié

PLANIMETRIJA

Odabrani zadatci za osnovnu $kolu

348 str., 17x24 cm, 126,00 kn
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Slika 26.

Slika 27.

Ova zbirka s vise od 600 odabranih
zadataka namijenjena je uCenicima

6. 7.18. razreda osnovne skole

koji se pripremaju za natjecanja iz
matematike, kao i mentorima ucenika
na grupama mladih matematicara.

vise na: element.hr/artikli/1013/planimetrija

Daljnji nacin poplocivanija je analogan. Podijelimo
kvadrat ABCD na kvadrate i nekoliko trokuta, kao
na slici 24. Na slici je postavljen redoslijed kojim
prou¢avamo poplocivanje tih kvadrata. Kao i pri-
je, zakljuC¢ujemo da svaki od kvadrata u toj podjeli
treba poplociti toéno dvama trokutima, odnosno
ne postoje dva kvadrata u toj podijeli koja dijele
isti trokut pri poploCivanju. Svaki od kvadrata u
podijeli moZze se dakle poplociti na dva nacina: vo-
doravno ili okomito postavljenim trokutima. Pritom,
ako u nekom od kvadrata podjele odaberemo neki
od mogucih dvaju nacina postavljanja trokuta, to
nikako ne utjeCe na nacin poplocivanja u ostalim
kvadratima. Dakle, poplocivanje ovisi samo o to-
me kako smo izabrali poplo¢ivanje u svakom od 12
kvadrata sa sheme 24 jer za trokute u shemi nema-
mo izbora pri poplocivanju. Lako je onda uzastop-
nim prebrojavanjem doci do zakljuCka da je ukupan
broj zadanih poplogivanja jednak 2'? = 4096.

ZakljuCak

U radu smo prikazali kako koriste¢i se samo jed-
nom skupinom alata mozemo kreirati brojne kom-
binatorne zadatke vrlo razli¢ite zahtjevnosti. S po-
mocu takvih zadataka mozemo staviti zadatke s
konstrukcijama geometrijskih likova u smisleni kon-
tekst i time povecati motivaciju uCenika za njihovo
rieSavanje. Ujedno povezujemo i dvije razli¢ite gra-
ne matematike — geometriju i kombinatoriku.

Vlado Stosi¢

'Odabrani zadatci
| za osnovnu gkolu
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