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lzracunavanje povrsine

trokuta na

Ivan Kelava, Lovinac

U nekim slucajevima povrsinu trokuta kojemu
su poznate duljine svih triju stranica mozemo

izraCunati brze nego s pomo¢u Heronove formule.

Poznato je da povrinu bilo kojeg trokuta, kada
su mu poznate duljine svih triju stranica, mozemo
izracunati s pomoc¢u poznate Heronove formule
P = \/s(s—a)(s—Db)(s—c), gdie je s polu-
opseg, ili s pomo¢u neke modificirane Heronove
formule.

Ovdje ¢emo pokazati izracunavanje povrsine tro-
kuta na malo drukgiji nacin, odnosno s pomocu
formule koja nije izvedena iz Heronove formule. Po-
gledajmo kako u nekim slu¢ajevima mozemo brze
izracunati povrsinu trokuta kojemu su poznate du-
ljine svih triju stranica.

Neka je zadan trokut ABC s duljinama stranica a,
bic (slikal).

A c B
Slika 1.

drukciji nac

Ako su poznate duljine svih triju stranica trokuta,
onda njegovu povrSinu mozemo izraCunati i s po-
mocu formule:

1
P= Ve a2 4y (D)
gdje su:
, a*+c—b , b +f-a
X =——F y=——F"
2 2
s at+ bt
T2

Ova je formula pogodna za izraCunavanje povrsine
trokuta kada su mu duljine svih stranica ili barem
neke od njih iracionalni brojevi odredenog oblika,
pa mozemo viSestruko puta brze izracunati po-
vr§inu nego s pomoc¢u Heronove formule. Pogodna
je za primjenu kada su duljine stranica na primjer:

V5,V6,VTi12v3,V7,V81iv6, 2, V811 38,
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viSe nego u udzbeniku

5, 2\/E ili ? \/§ \/5 i slicno. Za sam proces
izraCunavanja povrSine uopc¢e nije bitno sto pred-
stavljaju veli¢ine x, y i z, odnosno njihovi kvadrati x?,
y?iz%. Lijeve strane posliedniih triju jednakosti mo-
gu medusobno mijenjati mjesta, isto tako i desne,
Sto izraCunavanje povrsine ¢ini jos jednostavnijim.

Primjer 1. Treba izraCunati povrSinu trokuta ABC s
duljinama stranica kao na slici 2.

C
J7
J6
B
4 NG
Slika 2.
7+5-6 6
2
=_1- ~—~-=3
. 2 2
2:6+577:i¥:2
2 2
2_T46-5 8
2 2
1
P:§¢3-2+3-4+2-4
1
1

Radi usporedbe, isti zadatak rijesit ¢emo s pomocu
Heronove formule

P=1/s(s—a)(s—b)(s o),

b
gdjejes:u.
2
ERAERCESNE
N 2

P =

\ﬁ+\£6+\/§. (x/7+x£6+\f5 - ﬁ>

_<ﬁ+\f+¢§_%> <ﬁ+\é€+\/§_\f5>

P¢¢ﬁ¢@v§Aﬁﬂ@ﬂfmﬁ
2

2
VTHV6+V5 —2v6 VT+V6+V5 —2V5

2 2
P¢ﬁ+%+ﬁ,ﬁ+ﬁ-ﬁ

2 2

VI+V5-V6 VI+V6-V5

2 2

62_ \/32
P(ﬁ+f2 (v5)
V424/30-6+1/354+5-V30-7-/35+V42
4
P_\/7+2\/zﬁ+6—5 2v42 -8
- 4 4
_\/2\/AE+8 2v/42 -8
- 4 4
() -
N\l
:3\/442764
- Vi
1
:1.2\/%
1

:E\/%

Druga mozebitna prednost formule (1) jest u otk-
rivanju o kojoj se vrsti trokuta radi, a da to nismo
imali namjeru uginiti.

e Akosu: x> > 0,y> > 0iz2 > 0, trokut je
Siljastokutan.
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e Akosu: x> > 0,y> > 0,az> = 0, trokut je
pravokutan.

e Akosu: x> > 0,y> > 0,az> < 0 (z jeimagina-
ran), trokut je tupokutan.

Kod dva posljednja slu¢aja ne mora strogo z> bi-
ti jednako nuli, odnosno manje od nule. Vazno je
samo da jedan od kvadrata bude 0, a ostala dva
pozitivna da bi trokut bio pravokutan, odnosno je-
dan kvadrat manji od nule, a druga dva pozitivna
da bi trokut bio tupokutan. Ve¢ smo ranije rekli da
za samo izra¢unavanije povrsine to nije bitno.

Primjer 2. Treba izraCunati povrSinu trokuta ABC
kojemu su duljine stranica a = \@ b = \/6

c=+11.
,_5+11-6

10
:—:5
* 2 2
,_6411-5 12
2 2
6+5-11 0
2
_oro = Y .
¢ 2 2

Kako je z2 = 0, trokut ABC je pravokutan, pa
se mozemo radi brzeg racunanja koristiti formulom

ab
P = e a mozemo racunati i s pomocu formule
(1), Sto takoder ide dosta brzo

ili drukgije

P=%\/5~6+5~0+6-0:%\/@.

Primjer 3. Treba izraCunati povrSinu trokuta ABC
kojemu su duljine stranicaa =4, b=5ic=17.

, 16+25-49 -8
X ==

_7:—4
2 2
16+49—25 40
2
Y 2 2
49+25-16 58
27 -2
¢ 2 2

1
P=3/=4-20+(=4)-29+20-29

1 1
= Ex/—so — 116 + 580 = E\/384

1
=5 8Ve=4ve.

Ovaj primjer pokazuje da je trokut ABC tupokutan
jer je jedan kvadrat, a u ovom slugaju, x> < 0, od-
nosno x je imaginarni broj. Pokazuje nam i to da
formula (1) nije bas pogodna za primjenu kada su
ovakve i slicne duljine stranica, jer ima malo viSe
ratunanja.

|zvod formule (1)

Analogon pravokutnom trokutu u ravnini je tetra-
edar u trodimenzionalnom prostoru (slika 3). Poz-
nato je da za takav pravokutni tetraedar vrijedi:

2 o 2 >
Prage = Paaso + Prgco + Paacos

Sto je analogon Pitagorinu pouc¢ku.

Slika 3.

Mozemo reci i ovako, trokut ABC nastao je pre-
sijecanjem koordinatnih ravnina nekom ravninom
A.  Ako koordinatne ravnine presijecamo nekim
drugim ravninama, pod razli¢itim kutovima, onda
dobivamo drukéije pravokutne tetraedre, odnos-
no drukcije pravokutne trokute, pa samim time i
drukgiji trokut ABC. Stoga se nazire mogucénost
izvodenja formule za povrsinu trokuta. Ideja je da
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viSe nego u udzbeniku

bilo koji trokut ABC moZemo promatrati kao plohu
nekog pravokutnog tetraedra, kao $to je prikaza-
no na slici 4.

c

Slika 4.
Katete x, y i z pravokutnih trokuta ABO, BCOiACO
izrazit ¢emo preko stranica trokuta ABC.
L=a—72
2= - yz.
Nakon zbrajanja ovih jednadzbi imamo:
2x2 _ 612 +C2 . (ZZ +y2)
2 =a* + - b?
, A4
X = —
2
Na slican nacin se dobije da je
2 _ b2+ 2 — g2 )

Y 2 - 2 '

Sada izvodimo samu formulu (1):

X\ 2 xz\ 2 vz 2
ANABC > + > + 3
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- X2 y2 x2 ZZ y2 Z2

p=tY re  ye

2 T2 T

A+ 2P 4y
- 4

1
pP= 5\/x2y2 + X222 + 222

U prvi se mah ¢ini da formula (1) vrijedi samo za
Siljastokutne trokute, jer se u izvodu formule polazi
od pretpostavke da su bridovi x, y i z pravokutnog
tetraedra pozitivni realni brojevi. |z toga razloga
trokut ABC ne moze biti drukciji nego Siljastokutan,
§to se moze lako i dokazati. No vidjeli smo u pri-
mjerima 2 i 3 da ona vrijedi i za pravokutne i za
tupokutne trokute. Dakle, ona je op¢a formula za
radunanje povrsine trokuta. Pogledajmo zasto se
s pomocu nje mogu izraCunavati povrsine i pravo-
kutnih i tupokutnih trokuta.

Slika 5.

Zamislimo da se bridu z na slici 5 postupno sma-
njuje duljina, dok duljine bridova x i y ostaju ne-
promijenjene. U tom se slucaju smanjuju duljine
stranica a i b trokuta ABC, dok stranici ¢ duljina os-
taje ista. Iz tog razloga veli¢ina kuta y se postupno
povetava y = |JACB|. Kada z postane nula,
z=0,tadajey = bix = a, kut y postaje pravi
kut, a pravokutni tetraedar prelazi u pravokutni tro-
kut AOB. Pravokutni trokut AOB moZemo smatrati
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posebnim slu¢ajem pravokutnog tetraedra kod ko-
jega su duljine bridova x i y pozitivni realni brojevi,
az = 0. Trokut ABC se poklopio s trokutom AOB
Sto znadi da je i trokut ABC pravokutan. PokaZimo
da formula (1) vrijedi za takav trokut.

1
Pansc =5 VR 422 + 22

1
- E\/x2y2+x2-0+y2~0

1 Xy
_ 1 /a2 N
VY T

Kakojex =aiy=b,imamo P = %.

Daljnjim skracivanjem duljina stranica a i b trokuta
ABC, kut medu njima postaje tupi kut, odnosno
trokut ABC postaje tupokutan, dok brid z, pravo-
kutnog tetraedra, poprima imaginarnu duljinu. Vise
0 ovome govorit ¢emo u zadnjem dijelu ovoga pri-
loga.

|zvod formule (2)

Iz formule (1) mozemo izvesti jos jednu formulu ko-
ja se moze primjenjivati samostalno, a moze i u
kombinaciji s formulom (1), sve u cilju pojednos-
tavljivanja izracunavanja povrSine. To radimo na
sliedec¢i nadin:

) a4+ —-b0 m
YT T2
27172Jrczfa2in
A ]
Zz:a2+b2_C2:B
2 2
1 /m n m p n p
PZE\/E 272272
1L /mn  mp np
"2V 4 T4 s
1 /mn+mp+np
751/#
1
= ‘—t\/mn—l—mp—&—np7 (2)

gdje su:
m=a*+c* — b
n=~"b+c*-d
p=d +b* -

Lijeve strane ovih triju jednakosti mogu medusobno
mijenjati mjesta, isto tako i desne, pa ne moramo
na to paziti, $to raCunanje povrsine Cini brzim i jed-
nostavnijim. Ako primjenjujemo formulu (2) takoder
mozemo, tijekom racunanja povrsine, saznati o ko-
joj se vrsti trokuta radi.

e Akosuw m > 0, n > 0ip > 0, trokut je
Siljastokutan.

e Akosu: m > 0,n > 0ip =0, trokut je pravo-
kutan.

e Akosu: m>0,n>0ip < 0, trokut je tupoku-
tan.

Slicno kao i kod formule (1), ni ovdje ne mora stro-
go biti p = 0, odnosno p < 0 da bi trokut ABC bio
pravokutan, odnosno tupokutan. Vazno je samo
da jedna od veli¢ina m, n ili p to bude.

Jedna zanimljivost

Vratimo se na osnovnu ideju cijele ove “price”, a ta
je da bilo koji trokut ABC mozemo promatrati kao
plohu nekog pravokutnog tetraedra. Pritom imamo
sliedece sluCajeve:

e Ako je trokut ABC Siljastokutan, dobije se stva-
ran pravokutni tetraedar kod kojeg su duljine
bridova x, y i z pozitivni realni brojevi.

e Ako je trokut ABC pravokutan, tada je x = a,
y =b,az=0,tojest tetraedar prelazi u trokut
ABC.

e Ako je trokut ABC tupokutan, tada dobijemo
imaginarni pravokutni tetraedar, kod kojega
Su duljine bridova x i y pozitivni realni brojevi, a
duljina brida z je imaginarna. Zbog toga su dva
od tri pravokutna trokuta, koji su ujedno i plohe
toga tetraedra, imaginarni pravokutni trokuti.

Tre¢i sluCaj mozemo pokazati na sliedeci nacin.
Promatrajmo trokut ABC iz Primjera 3 kod kojeg su
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viSe nego u udzbeniku

duljine stranicaa = 5,b=4ic="7. Znamodaje
taj trokut tupokutan i da mu je povréina P = 4+/6.
Ponovno ¢emo izraCunati njegovu povrsinu, ali ne
koriste¢i se direktno formulom (1), ve¢ promatra-
njem ovoga trokuta kao plohe nekog pravokutnog
tetraedra (slika 6).

. /49+25—16: /§:@
2 2
4 16 —2 4
NN R T SN

2 16 — 4

2i

C

Bl ____
2[5//0.

-

Slika 6.

Sada izraGunajmo povrsinu trokuta ABC:

2 ) 2 2
Prage = Panos + Praoc + Pagsoc

(A (52 (2

2 2

=5.20+5-(—4)+29-(—1)
=145 — 20 — 29 = 96
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P =196 =4V6.

Opcenito, neka su duljine bridova x i y pravokut-
nog tetraedra pozitivni realni brojevi, a duljina brida
z imaginarna, z = gi (slika 7). U tom je sluCaju
trokut ABC tupokutan. Pokazimo da formula (1)
vrijedi i za ovakve duljine bridova x, y, i z.

Slika 7.

2 >
_ 2y (e’ v (gi)
1 1 1

Kako je z = gi, imamo

1
pP= E\/xzyz + 222 + 222,

ili drukcije

1
P = 5\/x2y2 —x2g2 —y2g2.

Ovdje je vazno napomenuti da pravokutni trokut
AOB ima vecu povrsinu od trokuta ABC kada su
duljine bridova x i y pozitivni realni brojevi, a duljina
brida z je imaginarna.
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