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Geometrijski pristup

zadatcima s apsolutnom vrijednosScéu

Ivana Valenti¢, Zagreb

Apsolutna vrijednost prvi se puta
spominje u 6. razredu osnovne
Skole dok se u 1. razredu
srednje Skole rade jednadzbe

i nejednadzbe s apsolutnom
vrijednoscu. Klasican pristup

(2 - il

Apsolutna vrijednost =
udaljenost od ishodidta

tim zadatcima je promatranje slucajeva ovisno o predznaku izraza pod apsolutnom vrijed-
nos¢u. U ovom €lanku nudimo alternativni nacin za rjeSavanje dijela zadataka koji nudi
geometrijsko, odnosno vizualno razumijevanje pojma apsolutne vrijednosti.

Apsolutna vrijednost
kao metrika

U ovom pristupu izraz |x — y| interpretiramo kao
udaljenost realnih brojeva x i y. Ve¢ iz ove jednos-
tavne tvrdnje mozemo lagano zakljuditi neka svoj-
stva apsolutne vrijednosti:

e Bududida je |x| = |x — 0], zakljuCujemo da je
|x| udaljenost realnog broja x od 0.

e Buduci da je udaljenost nenegativna vrijednost,
zakljuCujemo da isto vrijedi i za apsolutnu vrijed-
nost.

e Buduc¢i da je udaljenost realnog broja x od re-
alnog broja y jednaka udaljenosti realnog bro-
ja y od realnog broja x, zakljuCujemo da je
e =yl =1ly—x|.

KoristeCi se ovom interpretacijom rijeSimo nekoliko
jednostavnih zadataka.

Zadatak 1. Odredite sve realne brojeve x za koje
vrijedi
a)jx—2| =3,

b) [x—3| <2 c¢)|jx+1]>2

Rjesenje.

a) Buduti da je |x — 2| udaljenost broja x i broja 2,
u zadatku se traze oni realni brojevi x ¢ija je uda-
lienost od broja 2 jednaka 3, odnosno oni realni
brojevi x koji su od 2 udaljeni za 3. PrikaZzimo to na
brojevnom pravcu.

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Od broja 2 pomi¢emo se ulijevo i udesno za 3 i do-
lazimo do dva rjeSenja zadatka, ato sux; = —1i
Xy = 5.

b) Budu¢i da je |x — 3| udaljenost broja x i bro-
ja 3, u zadatku se traze oni realni brojevi x Cija je
udaljenost od broja 3 manja od 2, odnosno oni re-
alni brojevi x koji su od 3 udaljeni za manje od 2.
PrikaZimo to na brojevnom pravcu.
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Od broja 3 pomicemo se ulijevo i udesno za 2 i
budu¢i da trazimo one x koji su od 3 udaljeni za
manje od 2, dobivamo da je rijeSenje zadatka svaki
x iz otvorenog intervala (1,5) .

c) Budu¢i da smo dali geometrijsku interpretaci-
ju jedino izraza oblika |x — y|, potrebno je izraz
|x + 1| transformirati u takav oblik. Budu¢i da je
1 = —(—1), odnosno buduéi da je |x+ 1] =
|x — (=1)|, zakljutujemo da se u zadatku traze
oni realni brojevi x &ija je udaljenost od broja —1
veca od ili jednaka 2, odnosno oni realni brojevi x
koji su od —1 udaljeni za 2 ili viSe. Prikazimo to na
brojevnom pravcu.

———e T N NN
-5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Od broja —1 pomi¢emo se ulijevo i udesno za 2 i
budud¢i da trazimo one x koji su od —1 udaljeni za
2 ili vise dobivamo da je rieSenje zadatka svaki x
iz unije zatvorenih intervala ( —oo, —3] U [1, c0) .

Zadatak 1 je mozda imao vrlo jednostavne prim-
jere, ali oni su bitni za razvijanje intuicije ucenika
0 pojmu apsolutne vrijednosti. Ako se svaki, pa
i najjednostavniji zadatak, Cita u terminima udalje-
nosti i crta na brojevnom pravcu, ucenik ¢e uistinu
razumjeti ovaj pojam i njegova svojstva.

Pokazimo kako se malo slozeniji zadatci mogu
svesti na oblik pogodan za interpretaciju s pomocu
udaljenosti.

Zadatak 2. Odredite sve realne brojeve x
za koje vrijedi

a)2lx—2|=4 b)|3x—3| <6

RjeSenje.
a) Dijeljenjem jednadZbe sa 2 dobivamo jednadzbu

|x — 2| = 2, koja ima traZeni oblik.

b) Ovaj se podzadatak isprva moze Ciniti vrlo
sliCan zadatku pod a), ali tu treba biti vrlo op-
rezan. Ako ucenici zapamte da se 3 moze "iz-
lucit" iz apsolutne vrijednosti, odnosno da vrijedi

|3x — 3] = 3|x — 1|, mogli bi krivo zakljuciti da bi
se isto moglo napravitii s negativnim faktorom. Bilo
bi dobro organizirati aktivhost gdje bi u¢enici uspo-
redili udaljenost realnog broja ax od 0 te udaljenost
realnog broja x od 0 za razli¢ite vrijednosti realnog
faktora a. Nakon ovakve aktivnosti dobro je svaki
puta ponovno podsijetiti da je apsolutna vrijednost
udaljenost, koja je nenegativan realan broj, pa ni-
kako ne moze vrijediti |[—3x — 3| = =3 |x + 1].

Ovom metodom mogu se rijesiti i teZi zadatci.

Zadatak 3. Odredite sve realne brojeve x za koje
vrijedi

a)llx—1]—-2/=3, b)jx—2|=|x—4|

x— 3|

c > 1.
gre
Rjesenje.

a) Uocimo daizraz ||x — 1| — 2| predstavija udalje-
nost realnog broja |x — 1] i realnog broja 2. Zbog
jednostavnosti uvedimo supstituciju y := |x — 1].
Sada Zelimo odrediti y ¢ija je udaljenost od broja 2
jednaka 3, pa kao u Zadatku 71a) dio dobivamo dva
rieSenjay; = —1 iy, = 5. Vratimo prvo rieSenje u
supstituciju i dobivamo jednadzbu |x — 1| = —1,a
kako udaljenost dvaju realnih brojeva ne moze biti
negativna, odmah zaklju¢ujemo da ova jednadzba
nema realnih rjeSenja. Vratimo drugo rjeSenje u
supstituciju i dobivamo jednadzbu |x — 1| = 5.
TraZzimo one realne brojeve x ¢ija je udaljenost od
broja 1 jednaka 5, odnosno one realne brojeve x
koji su od 1 udaljeni za 5. Prikazimo to na brojev-
nom pravcu.

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Od broja 1 pomi¢emo se ulijevo i udesno za 5 i do-
lazimo do dva rieSenja zadatka, ato sux; = —4 i
Xy = 6.

b) Izraz |x — 2| ima geometrijsku interpretaciju uda-
ljenosti broja x i broja 2, a izraz |x — 4| udaljenosti
broja x i broja 4. 1z toga zakljuCujemo da trazimo
one realne brojeve x ¢ija je udaljenost od 2 jednaka
udaljenosti od 4, odnosno one realne brojeve x koji
su jednako udaljeni od brojeva 2 i 4.
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Geometrijski ovaj problem znamo rijesiti i u ravnini i
njegovo je rieSenje simetrala duzine &iji su rubovi u
214, alibuduci da nas zanimaju samo realni brojevi
x, jedino je rjesenje poloviste te duzine, odnosno
x=3.

c) Postavimo prvo uvjete na x. Budu¢i da se izraz
|x — 1] nalazi u nazivniku, mora vrijediti |x — 1| #
0. To znaci da x ne smije biti od 1 udaljen za 0,
odnosno x ne smije biti 1.

Sada nejednadzbu moZzemo pomnoziti sa |x — 1|
(jer je udaljenost nenegativna, a ve¢ smo komen-
tirali da taj izraz ne smije biti jednak 0) i dobivamo
nejednadzbu |x — 3| > |x — 1.

Izraz |x — 3] ima geometrijsku interpretaciju uda-
lienosti broja x i broja 3, a izraz |x — 1| udaljenosti
broja x i broja 1. Iz toga zaklju¢ujemo da trazimo
one realne brojeve x Cija je udaljenost od 3 veca
nego njegova udaljenost od 1, odnosno one realne
brojeve x koji su blize broju 1 nego broju 3.

Prikazimo to na brojevnom pravcu. Kao i u a) pod-
zadatku zaklju¢ujemo da je 2 jednako udaljen od 1
i 3, ali budu¢i da trazimo one x koji su blize broju
1 nego broju 3, dobivamo da je x iz otvorenog in-
tervala ( —o0, 2) . Potrebno se jo$ prisjetiti da smo
ranije zakljucili kako x ne smije biti 1, pa dobivamo
kona¢no rieSenje x € (—oo, 1) U (1,2).

U Zadatku 3 podzadatcima b) i ¢) koristili smo se
poznatom cinjenicom da je geometrijsko mjesto
toCaka koje su jednako udaljene od dviju fiksnih
to¢aka simetrala duzine kojoj su krajnje tocke upra-
vo te dvije fiksne. Sljedecizadatak moZe se takoder
rijesiti koristeci se interpretacijom apsolutne vrijed-
nosti preko metrike, ali viSe se ne¢emo moci pozvati
na poznate tvrdnje, pa ¢e biti nuzna malo detaljnija
analiza.

Zadatak 4. Odredite sve realne brojeve x za koje
vrijedi
a)lx—5=2x—-2|,
c) |x—2|+|x—5]=3.

b) x —2|+|x—=5| =5,

Rjesenje.

a) Izraz |x — 5| ima geometrijsku interpretaciju uda-
lienosti broja x i broja 5, a izraz |x — 2| udaljenosti
broja x i broja 2. 1z toga zakljuCujemo da trazimo
one realne brojeve x Cija je udaljenost od 5 jedna-
ka dvostrukoj udaljenosti od 2, odnosno one real-
ne brojeve x koji su dvostruko blizi broju 2 nego 5.
Zbog jednostavnijeg zapisa ozna¢imo udaljenost
broja x i broja 2 sa d. Tada je 2d udaljenost broja x
i broja 5.

Analizirajmo odvojeno slucajeve kada je x < 2,
X € [2,5]ix > 5. PrikaZimo prvi slu¢aj na brojev-
nom pravcu.

2d
K\
X 2 3 4 5

Iz slike se jasno vidi da mora vrijediti jednakost
2d = d + 3 iz ¢ega dobivamo da je d = 3.
Ponovno iz iste slike zakljucujemo da je onda
x =2 —3 = —1. Ovime je prvi slucaj rijeSen.
Prikazimo sada drugi slu¢aj na brojevnom pravcu.

2d
PN
X
2 3 4 5

Iz slike se jasno vidi da mora vrijediti jednakost
2d + d = 3 iz ¢ega dobivamo da je d = 1.
Ponovno iz iste slike zakljucujemo da je onda
x =2+ 1=3. Ovime je i drugi slucaj rijesen.

Uocimo da u tre¢em slucaju nema rjeSenja, jer su
svix > 5 (odnosno oni koji se na pravcu nalaze
desno od 5) blize broju 5 nego broju 2, a onda je
nemoguce da takav x bude dvostruko blizi broju 2
nego 5.

Kona¢no zakljuGujemo da jednadzba |x — 5| =
2 |x — 2| imadvarjesenjax; = —lix; = 3.
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b) Izraz |x — 2| ima geometrijsku interpretaciju uda-
lienosti broja x i broja 2, a izraz |x — 5| udaljenosti
broja x i broja 5. 1z toga zaklju¢ujemo da trazimo
one realne brojeve x Ciji je zbroj udaljenosti od 2 i
5 jednak 5. Zbog jednostavnijeg zapisa ozna¢imo
udaljenost broja x i broja 2 sa d. Tada je udaljenost
broja x i broja 5 danasas — d.

Kao i u proSlom podzadatku analizirajmo odvoje-
no slu¢ajeve kada je x < 2, x € [2,5]ix > 5.
Prikazimo prvi sluc¢aj na brojevnom pravcu.

5-d

X 2 3 4 5

Iz slike se jasno vidi da mora vrijediti jednakost
5 —d = d+ 3 iz ¢ega dobivamo da je d = 1.
Ponovno iz iste slike zakljucujemo da je onda

x = 2—1 = 1. 0Ovime je prvi slucaj rijesen.
Prikazimo sada drugi slu¢aj na brojevnom pravcu.
/d\/SLd\
2 3 X 4 5

Iz slike se u ovom sluc€aju vidi da mora vrijediti jed-
nakost 5 — d + d = 3, §to nije moguce, pa za-
kljuCujemo da ovaj slu¢aj nema rjesenja.

Prikazimo i tre¢i slu¢aj na brojevnom pravcu.
d

5-d

2 3 4 5 X

Iz slike se vidi da mora vrijediti jednakost d =
5 —d+ 3 izega dobivamo da je d = 4. Ponovno
iz iste slike zakljuCujemo da je onda x = 2 + 4
= 6. Ovime je treci sluCaj rijesen.

Kona¢no zakljutujemo da jednadzba |x —2| +
|x — 5| = 5imadvarjegenjax; = Lix, = 6.

c) lzraz s lijeve strane interpretiramo isto kao u
proslom podzadatku i zaklju¢ujemo da trazimo one
realne brojeve x Ciji je zbroj udaljenosti od 2 i 5 jed-
nak 3.

Analizirajmo odvojeno slu¢ajeve kada je x < 2,
x € [2,5]ix > 5. Uotimo da u prvom i tre¢em

slu¢aju nema rjeSenja. To vrijedi jer je udaljenost
brojeva 2 i 5 jednaka 3, pa ¢e u prvom sluc¢aju vec
udaljenost x od 5, a u tre¢em x od 2 biti ve¢a od
trazenih 3. Takoder uo¢imo da svaki x iz drugog
slu¢aja zadovoljava trazenu jednakost jer je u tom
slucaju zbroj udaljenosti x od 2 i 5 jednak udalje-
nosti 2 od 5, §to je 3.

Sva tri slu¢aja moZzemo ponovno zornije prikazati
na brojevnom pravcu. Konacno zakljuCujemo da
jednadzba |x — 2| + |x — 5| = 3 ima beskonaéno
mnogo rieSenja x € [2,5].

U 2. razredu se uvode, a u 4. razredu nadopunjuje
znanje kompleksnih brojeva. Uz kompleksne bro-
jeve se ponovno veze pojam apsolutne vrijednosti,
koji se u tom slu¢aju ¢esto zove i modul komplek-
snog broja. To je pojam koji uCenicima moze stva-
rati probleme, ali njegovo se razumijevanje moze
olaksati postavljanjem dobrih temelja u 1. razredu
kada se isti uvodi u slu€aju realnih brojeva. Uo¢imo
da i u sluc¢aju kompleksnih brojeva imamo istu in-
terpretaciju i ista svojstva, kao i u slucaju realnih
brojeva.

Izraz |z — v| interpretiramo kao udaljenost komp-
leksnih brojevaz = z1 +i-22iv = vy +i- .
Iz skice se primjenom Pitagorina poucka (ili primje-
nom ranije izvedene formule za udaljenost tocaka

z,ti-z,

lz—v|
|2, =V,

vitiov, |z =Wl
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u koordinatnom sustavu) dobiva poznata formula
2 2 2
lz—v|" =]z —wi|" + |2 —wn|".

Ponovno mozemo lagano zakljuciti neka svojstva
apsolutne vrijednosti:

e Buduci da je |z| = |z — 0], zakljuCujemo da je
|z| udaljenost kompleksnog broja z od 0.

e Buduci da je udaljenost nenegativna vrijednost,
zakljutujemo daisto vrijedi i za apsolutnu vrijed-
nost.

e Buducida je udaljenost kompleksnog broja z od
kompleksnog broja v jednaka udaljenosti kom-
pleksnog broja v od kompleksnog broja z, za-
KljuGujemo daje |z —v| = [v — 2].

Koriste¢i se ovom interpretacijom rijesimo jos jedan
zadatak.

Zadatak 5. Odredite sve kompleksne brojeve z za
koje vrijedi

a)|lz—2+3i|=3, b)|lz—2+3i>[z—4+3i

Rjesenje.

a) Zapisimo izraz |z — 2 + 3i| u obliku pogodnijem
za primjenu geometrijske interpretacije.

|z —2+3i] = |z— (2—3i)| ima geometrijsku
interpretaciju udaljenosti kompleksnog broja z i
2 — 3i. To znadi da u zadatku trazimo one komp-
leksne brojeve z koji su od tocke 2 — 3i udaljeni za
toCno 3.

Uocimo da je u ovoj interpretaciji u¢eniku dovoljno
poznavanje definicije kruznice kako bi prepoznao
rieSenje ovog zadatka. Da smo u rjesenju krenuli
"standardnim" analitickim pristupom, od ucenika bi

se zahtijevalo da poznaje i jednadzbu kruznice u
ravnini, Sto je puno naprednije predznanje.

Konac¢no zaklju¢ujemo da jednadzba |z — 2 + 3i|
= 3 ima beskona¢no mnogo rjeSenja z € kruznice
sa sredistem u 2 — 3i, polumjera 3.

b) lzraz |z — 2 + 3i| = |z — (2 — 3i)| ima geome-
trijsku interpretaciju udaljenosti broja z i broja 2 —3i,
aizraz |z — 4 +3i] = |z— (4 — 3i)| udaljenosti
broja z i broja 4 — 3i. Iz toga zakljuéujemo da
trazimo one kompleksne brojevi z &ija je udaljenost
od 2 — 3i vec¢a od udaljenosti od 4 — 3i, odnosno
one kompleksne brojeve z koji su blizi broju 4 — 3i
nego broju 2 — 3i.

2-3i 4-3i

Kao Sto smo ranije komentirali, u slu¢aju jednakosti
ovaj problem znamo rijesiti geometrijski. Njegovo
je rieSenje simetrala duzine ¢iji su rubovi u 2 — 3i
i 4 — 3i. Budu¢i da nas zanimaju oni kompleksni
brojeve z koji su blizi broju 4 —3i, nego broju 2 —3i,
rieSenje Ce biti poluravnina koja sadrzi to¢ku 4 — 3i,
a omedena je tom simetralom, kao na slici.

Konacno zaklju¢ujemo da jednadzba |z — 2 + 3i]
> |z — 4+ 3i| ima beskona¢no mnogo riesenja
7z =21 +1-2 zakojavrijediz; > 3.

5 x

Kroz ovih nekoliko primjera ve¢ se moze naslutiti
velika korist geometrijske vizualizacije pojma apso-
lutne vrijednosti. Interpretacija apsolutne vrijednos-
ti s pomoc¢u metrike ima naravno i veliku teorijsku
vaznost, jer su pojmovi metrike i metrickih prostora
puno opcenitiji od apsolutne vrijednosti na skupu
realnih ili kompleksnih brojeva. Tu opcenitost na-
ravno nije moguce svim ucenicima objasniti, ali je
svakako za njih bolje da razvijaju nacin razmisljanja
koji ima dublju, opcenitiju pozadinu. Ta je pozadina
naravno i razlog zasto smo isti nacin razmisljanja
mogli primijenitii za realne i za kompleksne brojeve.
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