Neven Elezovic, Zagreb

Trenutatna pandemija promijenila je potpuno
nas svakodnevni Zivot. Njezini ¢e se repovi
vuci dulje nego $to se itko danas usuduje
kazati. Pa kad ve¢ s time moramo Zivjeti, red
je da se bolje upoznamo s onime $to nas je
snaslo.

Svjedoci smo ovih dana da se govori 0 naglom po-
rastu broja zarazenih, opasnosti da rast bude eks-
ponencijalan, o tome da je kod nas rast linearan, o
potrebi da se izravna krivulja itd.

Akcije koje se poduzimaju imaju svoje efekte i
ostvaruju odredene ciljeve. Koje? O tome nema
jasnih informacija, osim Zelje da broj zarazenih bu-
de $to maniji. Pritom razliCite zemlje imaju razliCite
strategije. Te su se strategije kod nekih promijenile
za vrijeme trajanja krize, SAD i Velika Britanija su
tipicni primijeri.

Mnogo toga je nejasno u ovoj prevaznoj temi. U
doba izolacije radimo neke poslove za koje inace
nemamo vremena (i obratno). Ja sam pokusao ra-
zumijeti i onda napisati neke temeljne pojmove o
ovoj pandemiji.

Moram se odmah ograditi, ja sam matematicar i
govorit ¢u o ovom fenomenu s pozicije matema-
ticara, dakle ne kao ekspert epidemioloske struke,
a pogotovo ne kao politiari koji uvijek naposljetku
donose odluke. Medutim, smatram da su jasni ci-

mmisS

Matematika
U doba pandemije

lievi i jasno informiranje o njima klju¢ u ovoj bitci u
kojoj svi zajedno sudjelujemo i poprilicno patimo.

Dakle, u nastavku ¢u nastojati rezimirati $to smo
dosad saznali o ovom virusu. Upoznajmo neprija-
telja.

On se zove SARS-CoV-2, $to dolazi od engleskog
sluzbenog naziva severe acute respiratory synd-
rome coronavirus 2. Predsjednik SAD-a, Donald
Trump, zove gakineski virus, no u doba politicke ko-
rektnosti taj naziv nije prikladan. U nastavku ¢emo
ga zvati kako je uobicajeno, ali i nedovoljno preciz-
no: koronavirus.

COVID-19 nije ime virusa, ve¢ je ime za oboljenje
uzrokovano njime. CO u ovom imenu dolazi od
corona, V! je poCetak rije¢i virus, a D pocetak rijeci
disease (bolest). 19 je oznaka da je bolest pocela
2019. godine.

Da bismo se znali uspje$no boriti, dobro je pozna-
vati neka njegova svojstva. Najveéi problem je sto
u ovom trenutku, kad je zbog pandemije blokirana
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viSe nego u udzbeniku

dosad polovina Govjecanstva, jo$ uvijek o korona-
virusu ne znamo prakticki niSta. Ne znamo kolika
mu je transmisija, inkubacija, smrtnost, ne znamo
garantira li prebolijevanje ikakav budu¢i imunitet.
Vrlo je tesko u toj situaciji vu¢i optimalne poteze.

Protiv virusa Covje€anstvo jos uvijek nema lijek. Je-
dina razumna zastita je cijepljenje. U ovom trenut-
ku nemamo cjepivo protiv koronavirusa i izgleda da
ga ne¢emo imati jo§ barem Sest (optimisticno) do
18 mjeseci (realno). Ako ga uop¢e budemo mogli
imati!

Nakon ovog uvoda, vratimo se matematici koja
nam mnogima daje utjehu u ovim teskim vreme-
nima. Upoznat ¢emo se s temeljnim modelima
epidemiologije.

linear

Eksponencijalni rast

Krenimo od krivulje koja opisuje broj za-
razenih osoba na pocetku epidemije. Ta
se krivulja moZe izvesti na temelju razumnih
pretpostavki o naravi epidemije. Ovo $to sli-
jedi temeljni je model primjenjiv ne samo u
epidemiologiji, ve¢ svuda gdje se javlja eks-
ponencijalnirast, no iz jasnih razloga govorit
¢u u terminima ovog trenutka.

Total Coronavirus Cases

Zarazene jedinke u nekoj populaciji izazi-

vaju svojim kontaktima prijenos zaraze na

druge jedinke. Razumno je pretpostaviti da je broj
novozarazenih proporcionalan broju trenuta¢no za-
razenih jer svaki od njih svojim kontaktima uzrokuje
porast ovoga broja.

U nastavku ¢u opisati najjednostavniji, determinis-
tiCki model koji je dovoljino dobar za izvlaCenje ko-
risnih zaklju¢aka. Realniji model ukljuCuje stohas-
tiku, no njega je mnogo teze opisati i modelirati,
pogotovo u ovom trenutku kad su nam bitni podat-
Ci 0 virusu nepoznati.

U deterministickom modelu ¢emo oznaditi sa z(r)
broj zarazenin osoba u trenutku . Az(z) je pro-
mjena tog broja u jedinici vremena At. Tada se
temeljna veza moze napisati ovako:

Az(t) = k- z(t)Ar. (1)

600k

500k

400k

300k

200k

Dakle, broj novozarazenih u jedinici vremena At
proporcionalan je broju trenutatno zarazenih i vre-
menskom intervalu Ar. Pustaju¢i da At tezi u nulu,
ova jednakost vodi na diferencijalnu jednadzbu

(1) = kz(r).
Njezino je rieSenje
(2)

Tu je zo broj zarazenih u po¢etnom trenutku t = 0.

2(t) = zo €.

Da je ovaj model realan, pokazuje slika broja za-

razenih preuzeta sa web-stranice
https://www.worldometers.info

prije nekoliko dana (slika 1):
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Slika 1.

Brzinarasta ove eksponencijalne funkcije odredena
je konstantom k, a ona ovisi o zaraznosti korona-
virusa, tj. o broju pojedinaca koje prosjecno zarazi
jedna zarazena osoba.

Logisticka krivulja

Eksponencijalni rast novozarazenih karakteristican
je u pocetnim trenutcima epidemije kad je ukupan
broj zarazenih zanemariv prema veli¢ini cijele po-
pulacije.

U nastavku ¢emo sa N oznalavati broj osoba u
populaciji koju promatramo, primjerice u bilo kojoj
drzavi s obzirom na to da su granice u ovo doba
dobro kontrolirane. U poodmaklom trenutku epi-
demije moramo uzeti u obzir da se povecanjem
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broja zarazenih smanjuje broj onih koji jo$ uvijek
nisu zarazeni. To znaéi da jednadzbu koja opisuje
broj zaraZzenih osoba trebamo modificirati. Njezin
¢e opci oblik glasiti

2(1) =1 (),

azafunkciju f prirodno je postaviti sliedecCe uvjete:
f e nenegativna funkcija (broj zarazenih uvijek ra-
ste), £(0) = 0if(N) = (0). Prvi slu¢aj oznatava
da nema povecanja zaraze ako nijedna osoba nije
zarazena, dok drugi uvjet znaci da nema povecanja
jer je zarazena kompletna populacija. Najjednos-
tavnija funkcija koja zadovoljava ove uvjete jest

f(z)=rz(N —2z).

Ovdije je r konstanta proporcionalnosti. Umnozak
zdesna ima prirodnu interpretaciju.  Svaka za-
razena osoba (iz skupa veli¢ine z) moZe kontak-
tirati, a time i zaraziti bilo koju dosad nezarazenu
osobu (a njih je ukupno N — z), pa je ukupan broj
mogucih kontakata jednak z(N — z). Konstanta r
opisuje intenzitet kojim se zarazavanje realizira, a
Oon ponovno ovisi 0 svojstvima virusa, ali i o po-
nasanju ovih dviju skupina.

Jednostavniji opis dobit ¢emo ako rabimo postot-
ke umjesto stvarnih veli¢ina. U tom slu¢aju mora
biti0 < z < 1, az = 1 znadi da je zarazena
cjelokupna populacija. Jednadzba glasi

7 =rz(l —2).

Ona se lako rjesava jer su joj varijable separirane.
Evo par medukoraka:
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Konstantu C odredujemo iz poCetnih uvjeta: z(0) =
20, gdje je zo postotak zarazenih u pocetnom tre-
nutku. Dobivamo

Z

20

C =
1—20

i ovaj cemo broj oznaciti sa pg. On predstavlja
omijer broja zarazenih prema broju nezarazenih u
pocCetnom trenutku epidemije. Dakle, po je broj
blizak nuli pa iz jednadzbe

poert
7= —
1 +poert

vidimo da je za male vrijednosti od ¢ pribrojnik 1
u nazivniku dominantan u odnosu na drugi. Zato
¢e zamalo ¢ biti z &~ pge’ i u poCetku epidemije
imamo eksponencijalni rast. No s vremenom drugi
¢lan postaje dominantan da bi u limesu t — oo
vrijediloz — 1.

Ova se funkcija naziva logisticka krivulja (slika 2).
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Slika 2.

Njezin oblik mozemo opisati i onima koji nisu upoz-
nati s integralima i tehnikom rjeSavanja diferencijal-
nih jednadZzbi, koristeci se idejom polja smjerova.
Rije¢ je o tome da se u -z ravnini, u podru€ju t > 0
i0 < z < 1, skicira smjer (djeli¢ pravca) kojemu
je koeficijent jednak f(z) = rz(l — z). Buduci
da funkcija f ne ovisi eksplicitno o ¢, ona ¢e imati
iste vrijednosti ha svakom horizontalnom pravcu.
Primjerice, za r = 2, svuda na pravcu z = 0.2
koeficijent smjera iznosi

£(0.2)=2-02(1-0.2) =032

pa svi smjerovi na tom pravcu imaju isti nagib. Vrije-
di 7 = f(2), pa je funkcija f postavijena tako

Koeficijent r
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da glatko prati iscrtkane smjerove. PriloZzena sli-
ka opisuje ovaj postupak. GeoGebrin programcic
u kojem se mogu varirati parametri r, zo i korak
u mrezi mozete pronadi na digitalnim stranicama
udZbenika Matematika 3*, u poglavlju o eksponen-
cijalnoj funkciji.

Napredniji modeli za pracenje
epidemije

U dosadasnjem razmatranju pratili smo ponaSanje
ukupnog broja zarazenih osoba. Medutim, u stvar-
noj epidemiji je uz taj podatak od izuzetne vaznosti
pratiti i broj trenutacno zaraZzenih osoba. Zato ¢emo
cjelokupnu populaciju podijeliti na tri dijela:

I: osobe koje su zarazene i mogu zaraziti druge u
populaciji
S: osobe koje su podlozne zarazi

R: osobe koje se ne mogu zaraziti iz bilo kojeg raz-
loga ili su preboljele zarazu i stekle imunitet ili su
cijepliene ili su umrle ili su u karanteni.

Model koji opisujem moZze se jo$ realnije postaviti
ako dopustimo da se neka od ozdravljenih osoba
moZe ponovno zaraziti (Sto je, nazalost, u slu¢aju
koronavirusa po svoj prilici moguce) te ako u ob-
zir uzmemo promjene u populaciji, bilo zbog smrti
iz nekog drugog razloga, bilo zbog rodenja novih
osoba. Medutim, promatramo li zarazu u kratkom
vremenskom intervalu, onda ovi dodatni faktori nisu
od presudne vaznosti za opisivanje procesa.

Ovaj se model zaraze naziva SIR model jer je priro-
dan prijelaz iz stanja S u stanje I, a zatim u stanje
R.

Jos jedan faktor moZe bitno utjecati na proces in-
fekcije. To su osobe koje su zarazene, ali ne os-
je¢aju zbog toga nikakve posljedice. Kod njih se
ne dogada prijelaz iz stanja I u stanje R ili se ba-
rem ne zna koliko dugo osoba ostaje u stanju 1.
Nazalost, trenutacna zaraza izgleda da posjeduje
i tu moguénost, a ona bitno otezava i matematicki
model i borbu protiv Sirenja zaraze.

Iz stanja S prelazi se u stanje I intenzitetom koji
odreduje faktor A (¢). 1z stanja I prelazi se u stanje
R intenzitetom koji opisuje faktor y (). To vodi na
sliedece jednadzbe koje opisuju SIR model:

§'(6) = —A(DS(2), 5(0) = So
I'(0) = 2(08(0) —y(I@),  10) = Io
R(1) = y(0)1(0), R(0) = Ro.

Vidimo da prve dvije jednadzbe ne ovise o tre¢oj pa
ih moZemo zasebno rijesiti, a onda R(¢) moZzemo
odrediti iz treCe jednadZbe ili jednostavnije, iz veze
S(t)+1(r) +R(r) = N.

Funkcija A (¢) ovisi o mnogim ¢imbenicima, ali se
najjednostavnije moze opisati ovako:

_ K 1(t) = Ao I(1).

Ovdje je k broj kontakata koje zarazena osoba
moze ostvariti u jedinici vremena (dakle, ovisi o
ponasanju populacije), a V je stupanj infektivnosti
virusa. Sto su ova dva faktora veca, $irenje zara-
ze bit ¢e brze. Na veliCinu V ne moZzemo utjecati,
ali smanjenjem kontakata unutar drustva mozemo
bitno reducirati broj k.

A1)

Razumno je uzeti da je funkcija y(7) konstantna,
1

=vy=-.

v =v =

MoZe se dokazati da je interpretacija konstante T

— prosjecno vrijeme koje osoba provede u stanju
infektivnosti.

Prva jednadZba u ovom sustavu sad glasi
§'(1) = =BI(1)S(2),

. kV -
gdje smo oznadili B = v Tu ponovno vidimo,

kao i u izvodu logisticke krivulje, umnoZzak I()S(z)
koji predstavlja broj moguc¢ih kontakata infektivnih
i nezarazenih osoba.

Vidimo da je ovaj sustav nelinearan. Stoga njego-
vo rjeSenje nije jednostavno pronaci, niti se moze
dati eksplicitnim formulama. Zbrajaju¢i prve dvije
jednadzbe, dobivamo

SO+ TI'(t)=—vI(t) <0

* B. Daki¢, N. Elezovi¢: Matematika 3, 1. dio, udzbenik za 3. razred gimnazija i strukovnih $kola
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pa je uvijek S(7) + I1(t) < N, $to nam osigurava
konzistentnost rieSenja u cjelokupnom vremenu. Iz
prve jednadzbe vidimo da je §’(r) < 0 pa funkcija
S(t) opada u vremenu. Buduci da je ona nenega-
tivna, vrijedit ¢e (1) — S kad r — oo. Ovaj broj
oznacava dio populacije koji se nikad neCe zara-
ziti. Sliéno se dobiva da I(r) — O kad t — oo i
epidemija u ovom modelu mora jednom stati (slika
3).

Temeljni reprodukcijski broj

Konstanta — oznaCava se sa Ry i naziva temeljni

reprodukcijski broj. OvajbrojoznaCava prosjecan
broj osoba koje jedna zaraZzena osoba inficira. Broj
Ry ovisi 0 zaraznosti virusa, ali i 0 broju kontakata
ucinjenih za vrijeme epidemije, pa nije jednoznacno
odreden. Mozemo ga utvrditi a posteriori na temelju
statistickih podataka o epidemiji. Naravno, taj broj
varira od lokacije do lokacije jer ovisi 0 ponasanju
osoba u populaciji. PrvaistraZivanja za koronavirus
daju podatke koji variraju od 1.4 do 6.49. Procjene
WHO-a smijestaju ga u granice 1.4-2.5, medutim,
statisticka analiza ponasanja u Kini daje srednju
vrijednost 3.28, a medijan 2.79.

Za usporedbu, evo nekih podataka za Ry u dosa-
dasnijim velikim pandemijama:

e Spanjolska gripa tipa HIN1 1918. god.,
Ry = 1.80 (interkvartilski interval [1.47,2.27]),
50-100 milijuna umrlih, uglavnhom zbog bakterij-
skih infekcija nakon virusnog napada

e pandemija gripe tipa H2N2 1957. god. (azijs-
ka gripa koja danas cirkulira kao sezonski vi-
rus tipa A), Ry = 1.65 (interkvartilski interval
[1.53,1.70]), oko 1.1 milijun umrlih

e pandemija gripe tipa H3N2 1968. god. (hong-
konska gripa), Ryp = 1.80 (interkvartilski interval
[1.56, 1.85]), oko 2 milijuna umrlih

e pandemija gripe tipa HIN1/09 (“svinjska gri-
pa”’), Ry = 1.46 (interkvartilski interval [1.30,
1.70]), oko 500 tisu¢a umrlih,

e sezonska gripa, Ry = 1.27 (interkvartilski inter-
val [1.19, 1.37]), oko 400 tisu¢a umrlih.

Krivulje S(t), I(t), R(t)

Slika 3.

Iznos broja Ry esencijalan je za ponasanje epide-
mije. Dokle god je Ry > 1, epidemija ¢e se Siriti
u vec¢inom nezarazenoj populaciji. Nuzan uvjet za
opadanje je Ry < 1. To se moze posti¢i jedino
bitnim reduciranjem broja kontakata.

Imunitet krda

U situaciji kad se ne poduzimaju nikakve mjere za
suzbijanje zaraze, protivno intuiciji, nece biti za-
razena cjelokupna populacija. Porastom broja oso-
ba u statusu R, smanjuje se sposobnost daljnjeg
Sirenja zaraze.

U slu¢aju uznapredovale epidemije, uvjet za nasta-
vak Sirenja je
S(t
ROQ > 1.
Neka je rg postotak populacije imun na nastavak
zaraze. Onda se ovaj uvjet moze napisati kao

R()(l — r()) =1

i odavde
1

rp=1-——.

0 Ro
Broj ro govori nam koliki postotak populacije mora
biti imun da bi se epidemija zaustavila sama od se-
be. U slu¢aju koronavirusa, uzmemo li Ry = 2.5,
dobivamo ry = 0.60.
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Za usporedbu, virus rubeole je najzarazniji s vrijed-
noséu za Ry izmedu 12 i 18, pa se imunitet krda
postize tek s 92 — 95 % procijepljenosti.

Statistike pokazuju da oko 5 % dokazano zarazenih
osoba razvija ozbiljine zdravstvene probleme. Pri-
mijenimo li tehniku imuniteta krda na hrvatsku stvar-
nost, trebali bismo imati 2.4 milijuna imunih. To nam
daje 120000 tesko oboljelih, no taj broj moze biti
bitno manji jer jos ne postoje podatci za broj ljudi s
imunitetom koji nisu osjetili bolest.

Postotak smrtnosti od COVID-19 takoder nije jo$
poznat jer za sada ne znamo ukupan broj za-
razenih. Znaju se postoci smrtnosti za osobe koje
su pokazivale vidljive simptome zaraze iti su brojevi
oko 10 puta veci nego za sezonsku gripu. Medutim,
to¢ni podatci nisu poznati. Trenuta¢no je oko 4 %
bolnicki tretiranih slucajeva zavrsilo smrtnim isho-
dom. Rezultati epidemije u Kini pokazuju da ¢e se
taj broj smanijiti. Jedino $to je pouzdano sigurno jer
je dokazano na dovoljno velikom statisti¢kom uzor-
ku, jesu vjerojatnosti smrtnosti u odnosu na zivotnu
dob. Ti se podatci odnose takoder na bolnicki zbri-
nute pacijente:

0-9 godina 0 %
10-19 godina 0.2%
20-29 godina 0.2 %
30-39 godina 0.2%
40-49 godina 0.4 %
50-59 godina 1.3 %
60-69 godina 3.6 %
70-79 godina 8.0 %

80+ godina 14.8 %

Imaju¢i ove podatke u vidu, od europskih drzava
jedino se Svedska odlugila za strategiju imuniteta
krda, Cuvaju¢i pritom od zaraze ugrozene osobe
starije dobi. Normalan Zivot u évedskoj zasad nije
prekinut.

Politika koja se vodi u Hrvatskoj ima osnovni cilj:
drzati broj zarazenih s ozbiljnim tegobama ispod
limita zdravstvenog sustava. Zna se da Hrvatska
moze skrbiti za najviSe 1000 zivotno ugrozenih oso-
ba. Taj se postupak naziva “razvlacenje krivulje”.
Maksimum funkcije I(¢) mora se drZati ispod kapa-
citeta zdravstvenog sustava, tako da se istovjetan

Source: COC

broj zarazenih raspodijeli na mnogo veci vremen-
ski interval. Naravno, to je u suprotnosti sa Zeljom
da se $to prije rijesSimo ove pandemije. Internet je
prepun sli¢ica poput ove prikazane na slici 4 jer je
to strategija koju primjenjuju gotovo sve drzave, s
vedim ili manjim uspjehom.

# of cases

Flattening the curve
of COVID-19

Without
Protective
Measures
Healthcare system capacity

With

Protective
Measures

Time since first case

uab.edu/coronavirus

LB MEDICINE

The University of Alabama at Birmingham

Slika 4.

Dodatni problem u ovoj pandemiji jest Sto su
zdravstveni radnici prvi na udaru moguce zara-
ze. Nedostatak kvalitetne zastitne opreme takoder
otezava situaciju.

Osnovni cilj borbe jest kupiti vrijeme do pojave
eventualnog cjepiva. Na zalost, nemamo garan-
ciju da ¢e time esencijalni problem biti rijeSen jer
uvijek postoji mogucénost znatne mutacije virusa
koja umanjuje djelotvornost cijepljenja. To nam se
dogada svake godine s virusom/ima sezonske gri-

pe.

Ostaje nam nada da ¢e mutacijama virus postati
po efektima potpuno nalik sezonskoj gripi pa ¢emo
naprosto zaboraviti na njega. Teorija evolucije nam
govori da bi se to moglo dogoditi jer virusu nije u
interesu da ubije svog domacina. Cijena koju mo-
ramo dotad platiti izgleda da nam nije prihvatljiva.

Ne postoji jednostavno rieSenje za ovu krizu. Ona
¢e pro¢i na ovaj ili onaj nacin, to je nesumnijivo.
Pouka koju ¢emo kao ¢ovjecanstvo izvuéi i pozitiv-
ne stvari koje ¢e u ovom teSkom razdoblju nastati,
mozda ¢e nas svijet uciniti boljim.
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