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Jo§ od davnih vremena matematic¢ari su
proucavali razli¢ita preslikavanja sfere na
ravninu i analizirali njihova svojstva. U nasim
demonstracijama prikazali smo neka od tih
preslikavanja igrajuci se svjetlom i sjenama.
Posebnu paznju posvetili smo stereografskoj
projekciji, njezinim svojstvima i primjenama s
naglaskom na primjene u kartografiji.

Odjel za matematiku Sveucilista u Rijeci ukljucio
se u projekt Imaginary njemackog instituta Mathe-
matisches Forschungsinstitut Oberwolfach (htt-
ps://imaginary.org/) 2016. godine organiza-
cijom izloZzbe Imaginary — ¢arobna matematika
te prate¢ih radionica i interaktivnih demonstracija.
Odjel je 2018. godine nadopunio izloZzbu novim in-
teraktivnim demonstracijama naziva Imaginary -
Carobne matematicke projekcije, a taj su pro-
jekt financijski podrzali Ministarstvo znanosti i obra-
zovanja Republike Hrvatske i Primorsko-goranska
zupanija. ViSe o izlozbi Imaginary koja je odrzana
na Odjelu za matematiku moze se pronaci na po-
veznici http://imaginary-math.uniri.hr/.

Stereografska projekcija

Pod projekcijom podrazumijevamo preslikavanje
nekog n-dimenzionalnog objekta na (n— 1)-dimen-
zionalni prostor. Na primijer, projicirati mozemo neki

mmisS

Imaginary

— Carobne matematicke projekcije

trodimenzionalni objekt na ravninu, §to ¢emo i pro-
matrati u nastavku.

Za tehnicko crtanje se u pravilu primjenjuju orto-
gonalna i kosa projekcija objekata. Naime, na cr-
tacem papiru Zelimo pregledno prikazati objekt ta-
ko da mu se jednostavno mogu odrediti svi detalji,
pa time dobivamo nacrt, bokocrt i tlocrt objekta.

Prema wvrsti deformacije uzrokovane projekcijom
razlikujemo: konformne (“Cuvaju” veli¢inu kutova),
ekvivalentne (“Cuvaju” povrsinu likova) i ekvidistant-
ne (“Cuvaju” udaljenosti) projekcije. Euler je u 18.
stolje¢u dokazao da ne postoji projekcija koja je

istovremeno i konformna i ekvivalentna.

Centralna ili perspektivna projekcija je projekcija
nekog objekta A u trodimenzionalnom prostoru iz
zadane fiksne to¢ke O na ravninu R. Projekcija
toCke P objekta A je sjeciSte pravca OP i ravnine
R. U nastavku opisujemo jednu zanimljivu vrstu
centralne projekcije, a to je stereografska projekci-
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ja kojom projiciramo tocCke sfere (sfera je skup svih
to¢aka prostora jednako udaljenih od ¢vrste tocke
koju zovemo srediste).

Neka je dana sfera i na nju tangencijalna ravnina
R (slika 1). To¢ku u kojoj ravnina R dodiruje sferu
oznacimo sa S i nazivamo ju juzni pol, a njoj dijame-
tralno suprotnu to¢ku na sferi oznac¢imo sa N (ta-
kozvani “sjeverni pol”). Stereografska projekcija je
preslikavanje koje svakoj toc¢ki sfere, osim tocki N,
pridruzuje jednu toc¢ku ravnine po sliede¢em pra-
vilu: stereografska projekcija tocke P sjeciste je
pravca NP s ravninom R. ToCku sjeciSta oznaCimo
sa P

e m———— i -
___ a0 o=
~< \
~_
= p
1S P\
\ \
Slika 1.

Kod stereografske projekcije najcesce se za rav-
ninu na koju se projicira uzima ona ravnina koja
sadrzi ekvator ili, kao u naSem slucaju, tangenci-
jalna ravnina na sferu u toc¢ki koja je dijametralno
suprotna tocki iz koje projiciramo ili neka ravnina
paralelna opisanoj tangencijalnoj ravnini, a da ne
presjeca sferu.

Neka od osnovnih svojstava stereografske projek-
cije pokazao je jos gréki astronom i matematicar Hi-
parh u 2. stolje¢u pr. n. e. Navedimo neka svojstva
stereografske projekcije na tangencijalnu ravninu
sfere u juznom polu.

e Stereografska projekcija je bijektivno preslika-
vanje.

o Jedina fiksna toCka stereografske projekcije je
juzni pol.

e Stereografska projekcija spada u perspektiv-
ne azimutne projekcije, odnosno deformacije
projekcije ovise o geografskoj Sirini projicirane
toc¢ke. Pretpostavimo da projiciramo tocku P i
oznacdimo sliku sa P’. Udaljenost to¢ke P’ od
juznog pola S ovisi 0 geografskoj Sirini tocke P,
odnosno o udaljenosti toc¢ke P od sjevernog po-
la. Promatramo li na sferi tocke A i B takve da
je tocka B bliza sjevernom polu, tada ¢e udalje-
nost projekcije B’ od juznog pola S biti veéa od
udaljenosti projekcije A’ od S.

o Ekvator se stereografskom projekcijom preslika
u kruznicu sa srediStem u juznom polu. Sve
ostale kruznice sfere koje pripadaju ravninama
koje su paralelne s ekvatorijalnom ravninom pro-
jiciraju se u koncentri¢ne kruznice sa sredistem
U juznom polu.

e Cijela sjeverna polusfera preslikava se izvan
projicirane kruznice ekvatora, a juzna unutar nje.

o Stereografska projekcija kruznice na sferi je ili
kruznica ili pravac (ako polazna kruznica sadrzi
sjeverni pol N).

e Stereografska projekcija je konformno preslika-
vanje, odnosno “¢uva” velicine kutova izmedu
krivulja. Ako se dvije krivulje na sferi sijeku pod
kutom mjere «, onda se i njihove stereografs-
ke projekcije u ravnini sijeku takoder pod kutom
iste mjere .

e Stereografska projekcija nije izometrija, odnos-
no ne Cuva udaljenosti pa time ni sukladnost
likova niti njinove povrsine.

o Stereografsku projekciju mozemo dobro aprok-
simirati postavimo li §to sitniji izvor svjetla u neku
Cvrstu tocku na sferi (sjeverni pol).

Svakoj se kocki moze opisati sfera pa vrhove koc-
ke mozemo projicirati na ravninu stereografskom
projekcijom. Promotrimo stereografsku projekciju
vrhova kocke iz sjevernog pola (izvor svjetla) na
ravninu (zid) koja je paralelna tangencijalnoj ravnini
na sferu u juznom polu (slika 2). lako kockaima sve
strane sukladne, uoc¢imo da Cetverokuti koje dobi-
jemo spajanjem projekcija vrhova nisu sukladni.
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Slika 2.

Povijest problema poploCavanja

Poplo¢avanije ravnine je skup geometrijskih liko-
va Cije unutrasnjosti nemaju zajednickih to¢aka, a
Cija unija je cijela ravnina. Svakim trokutom i sva-
kim Cetverokutom (bez obzira jesu li pravilni ili ne)
mozemo poplociti ravninu.

PoploCavanie ravnine pravilnim mnogokutima pro-
uCavali su jos stari Grci, a proucavaju¢i Platonova
i Arhimedova tijela, bavili su se i problemom pop-
lo¢avanja sfere. Johannes Kepler (1571. — 1630.)
daje slike Arhimedovih tijela u svojoj knjizi Harmoni-
ces Mundi te definira i klasificira Arhimedova pop-
loCavanjaravnine. Po uzoru na definiciju Arhimedo-
vih tijela, definirano je i Arhimedovo poplo¢avanie
ravnine kao unije skupova sukladnih pravilnih mno-
gokuta. Arhimedovih poploCavanja ima 11. Kao
sto je Arhimedovo tijelo Platonovo ili pravilno ako
su strane medusobno sukladni pravilni mnogokuti,
tako je i poploc¢avanje skupom medusobno suklad-
nih mnogokuta pravilno te takvih poplo¢avanja ima
3 (jednakostrani¢nim trokutima, kvadratima i pra-
vilnim Sesterokutima). Veliki broj matematicara koji
nisu bili upoznati s Keplerovim radom bavio se kla-
sifikacijom Arhimedovih poploCavanja krajem 18. i
pocetkom 19. stolje¢a. Otkricem neeuklidskih ge-
ometrija u 19. stolje¢u matematicari su se poceli

baviti i problemom poplocavanija neeuklidskih rav-
nina, sferne i hiperbolicke ravnine. Jedan od naj-
poznatijih umjetnika koji je poplo¢avanja ravnine
koristio u svojim radovima bio je nizozemski slikar
M. C. Escher (1898. — 1972.) koji je u svojim rado-
vima Cesto prikazivao poploCavanije hiperbolicke
ravnine.

Neeuklidske ravninske geometrije

U sliede¢im primjerima promatrat ¢emo poploc¢a-
vanje euklidske, sferne i hiperboli¢ke ravnine. Kako
bismo bolje razumijeli problematiku, opisSimo ukra-
tko neeuklidske ravninske geometrije. Euklidska
ravninska geometrija je geometrija u kojoj vrijedi
aksiom o paralelama (za zadani pravac p i tocku T
koja mu ne pripada postoji to€no jedan pravac g
koji ne sijece p i sadrZi tocku T) te je zbroj veliCina
kutova u trokutu jednak 180° (ta je tvrdnja ekviva-
lenta aksiomu o paralelama). Neeuklidske ravnin-
ske geometrije su one geometrije u kojima ne vrijedi
aksiom o paralelama te, posljedi¢no, zbroj veli¢ina
kutova u trokutu nije jednak 180°. U sfernoj rav-
ninskoj geometriji ne postoji trazeni pravac ¢ jer se
svaka dva pravca sijeku te je zbroj veli¢ina kutova u
trokutu veciod 180°, dok u hiperboli¢koj ravninskoj
geometriji postoje barem dva pravca g koja zado-
voljavaju navedeni uvijet te je zbroj veli¢ina kutova
u trokutu manji od 180°.

Poplocavanije trokutima

Pogledajmo “malu” sferu na kojoj vidimo pop-
loGavanje sukladnim sfernim trokutima koje ¢emo
oznatiti (5,3,2). Objasnimo oznaku (5,3,2).
Promotrimo jedan trokut i njegove vrhove: oz-
nacimo ih A, B i C. Vidimo da je vrh A zajednicki
vrh za 5 trokuta iste boje (bijelih ili crnih), vrh B je
zajednicki vrh trima trokutima iste boje i vidimo da
je vrh C zajednicki vrh dvama trokutima iste boje.

Pogledamo i stereografsku projekciju na ravninu,
dobit cemo (5, 3,2) poplocavanje, ali likovima koji
nisu niti trokuti niti su sukladni (slika 3).
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Slika 3. (5,3,2) poplotavanje

Promotrimo sferu koju mozemo oznaditi sa (6, 3, 2).
Promatramo li stereografsku projekciju ove sfere,
dobivamo (6, 3, 2) poplotavanje euklidske ravnine
sukladnim trokutima i to upravo sukladnim pravo-
kutnim trokutima Ciji su kutovi velic¢ine 30°, 60° i
90° (slika 4). Uocimo da likovi na sferi nisu trokuti
niti su sukladni te su konstruirani upravo tako da
stereografska projekcija budu sukladni trokuti rav-
nine. Na temelju ¢ega smo zakljucili da likovi na
sferi nisu trokuti? Euklidska ravnina je poplo¢ena
trokutima iz ega slijedi da je zbroj veli¢ina kutova
u liku na sferi takoder 180°, s obzirom na to da
stereografska projekcija “Cuva” veli¢inu kuta, pa to
ne moze biti trokut jer je zbroj veli€ina kutova u
sfernom trokutu veci od 180°.

Slicno tome, 3D ispis sfere s “kvadratnom” mrezom
prikazuje prasliku stereografske projekcije kojom
smo dobili praviino poplo¢avanje euklidske ravni-
ne kvadratima (slika 5).

Vidjeli smo da stereografskom projekcijom mozemo
preslikati elemente sferne ravnine u euklidsku rav-
ninu. Postoje projekcije sfere na podskup ravnine
(disk, krug) koje definiraju modele hiperbolicke rav-
nine. 3D ispis polusfere koju mozemo oznaciti sa

Slika 4. (6,3,2) poplotavanje

(7,3, 2) prikazuje poploGavanie hiperboli¢ke ravni-
ne trokutima. Ovisno o tome kako “okrenemo” ovu
(donju) polusferu, mozemo vidjeti prikaz (7, 3,2)
poplocavanja trokutima hiperboli¢ke ravnine u tri
razliCita modela: modelu gornje poluravnine, Kle-
inovu modelu i Poincareovu modelu (slika 6). Pri-
tom model gornje poluravnine dobivamo tako da
izvor svjetlosti postavimo na ekvator polusfere, Po-
incareov model diska dobijemo tako da izvor svjet-

Slika 5.
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Slika 6. (7,3,2) poplo¢avanje (model gornje poluravnine, Kleinov model, Poincareov model)

losti postavimo u sjeverni pol, a Kleinov model do-
bijemo tako da izvor svjetlosti odmaknemo dalje od
pola, $to nam zapravo daje ortogonalnu projekciju
sfere na ravninu (disk).

Zbroj veli¢ina kutova u trokutu u euklidskoj, sfernoj
i hiperboli¢koj ravninskoj geometriji mozemo pro-
vjeriti i na nasim primjerima poploCavanja.

1. (6,3, 2) poplotavanie trokutima postoji jedino u

euklidskoj ravnini i to je poplocavanje sukladnim

180° 180° .

6 '3

, 1. vidimo da je zbroj veli¢ina kutova u
trokutu 180°.

2. (5,3, 2) poplo¢avanje trokutima postoji jedino u

sfernoj ravniniito je poplo¢avanje sfernim troku-

o 180° 180° 180°
tima Cije veliCine kutova su 5 3 i >
tj. vidimo da je zbroj veli¢ina kutova u trokutu

180°-31 R
30 (veci od 180°).
3. (7,3,2) poplotavanje trokutima postoji jedino
u hiperboli¢koj ravnini i to je poploCavanie tro-
kutima hiperbolicke ravnine Cije veli¢ine kutova
180° 180° = 180°

trokutima cije veli¢ine kutova su
180°

su , i , tj. vidimo da je zbroj

7 3 | ° ] |
veli¢ina kutova u trokutu ' (maniji od
180°).

U demonstracijama smo koristili ispisane 3D mo-
dele koje je osmislio i dizajnirao matematicar Henry
Segerman [4].

Povijest kartografije

Od davnina su ljudi pokuSavali kartama prikaza-
ti podrucje koje ih okruzuje. Prve karte nisu bile
karte Zemljine povrsine, ve¢ karte no¢nog neba i
zvijezda nastale oko 16500 godina pr. n. e. Prve
geografske karate na glini nastale su jo$ u davnom
Babilonu oko 2300. godine pr. n. e., a prve geog-
rafske karte na pergamentu u drevnom Egiptu oko
1300. godine pr. n. e. Prve karte (tada poznatog)
svijeta izradio je grcki filozof Anaksimandar u 6.
stolje¢u pr. n. e., a prvu takvu kartu s naznacenim
meridijanima i paralelama napravio je gréki geog-
raf Eratosten oko 200. godine pr. n. e. temeljenu
na cinjenici da Zemlja ima oblik kugle i uz procjenu
duljine ekvatora. Taj se dogadaj smatra i zacetkom
kartografije kao znanstvene discipline, a Eratosten
prvim kartografom.

Ptolomej je oko 150. godine pr. n. e. za Kartiranje
Zemlje koristio astronomiju i matematiku te je pri-
kazao kartu koriste¢i perspektivnu projekciju, pro-
jekciju iz neke tocke koja se moze dobro predstaviti
svjetlom. Medutim, i prije njega su koriStene pro-
jekcije za prikaz nebeskih sfera. Tales je prvi oko
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600. godine pr. n. e. koristio projekciju za prikaz
karte te je gnomskom projekcijom (izvor svjetla u
srediStu sfere) prikazivao nebeska tijela dok je Hi-
parh oko 150. godine pr. n. e. koristio stereografsku
i ortogonalnu projekciju. Cesto se navodi da jeon
prvi koji je koristio stereografsku projekciju iako se
smatra da su je koristili ve¢ stari Egip¢ani.

Daljnji razvoj kartografije bio je motiviran ve¢om
spoznajom o svijetu koji nas okruzuje, razvojem
znanosti, velikim brojem otkrica (npr. kompas) te
brojnim primjenama karata (u vojne svrhe, u trgovi-
ni...). Prvi globus izradio je Martin Behaim tek u 15.
stolje¢u. Na tom globusu nije bilo Amerike. U 16.
stolje¢u djelovao je veliki kartograf Gerardus Mer-
cator koji je razvio do tada nepoznatu projekciju,
danas poznatu kao Mercatorova projekcija, koja je
i danas u upotrebi te se uzima kao konvencionalni
nacin prikaza svijeta.

Kartografske projekcije

Kartografska projekcija je preslikavanije elipsoidaili
sfere naravninu. Obzirom na Eulerov rezultat iz 18.
stolje¢a kojim je pokazao da ne postoji projekcija
koja je istovremeno i konformna i ekvivalentna, za-
kljuCujemo da u ravnini ne mozemo vjerno prikazati
Zemlju.

Promotrimo 3D model Zemlje koji je dizajnirao Da-
vid Bachman i njegovu stereografsku projekciju. Vi-
djeli smo da je stereografska projekcija konformno
preslikavanje. Uo¢imo da se stereografskom pro-
jekcijom meridijani preslikavaju u pravce koji sadrze
projekciju sredista sfere, a paralele se preslikava-
ju u kruznice kojima je srediste projekcija srediSta
sfere.

Pri definiciji stereografske projekcije projicirali smo
s obzirom na sjeverni pol. Mogli smo projicirati i s
obzirom na neku drugu toCku:

e s obzirom na toCku pravca koji sadrzi sjever-
ni pol i srediste sfere, na primjer srediste sfere
(gnomska projekcija) ili tocku koja ne pripada
kugli (vanjska projekcija)

e s obzirom na neku drugu toc¢ku sfere, na pri-
mijer s obzirom na to¢ku koja pripada ekvatoru
(poprecna projekcija) ili s obzirom na to¢ku koja
pripada meridijanu (kosa projekcija).

Pokazuje se da vanjska projekcija u kojoj je tocka s
obzirom na koju projiciramo udaljena za 1.35R (R
— duljina promjera) od sredista sfere daje najmaniju
deformaciju (Calarkova projekcija). Vanjska pro-
jekcija za koju je tocka s obzirom na koju projicira-
mo beskonacno udaljena od sfere jest ortogonalna
projekcija.

Svakom od navedenih projekcija mijenja se de-
formacija pojedinih podru¢ja. U stereografskoj
projekciji projicirali smo na ravninu “ispod” sfere,
odnosno na ravninu koja je tangencijalna sferi u
juznom polu (zenitna projekcija) ili neku od njoj pa-
ralelnih ravnina. Medutim, mozemo projicirati i na
neke druge ravnine. Na primjer, na ravninu koja
je dobivena “razmotavanjem” plasta stoSca opisa-
nog sferi (konusna projekcija) ili na ravninu koja
je dobivena “razmotavanjem” plasta valjka koji je
opisan sferi (cilindricna projekcija). Mercatorova
projekcija projicira sferu s obzirom na izvor svjetla
u sredistu sfere na plast valjka koji sadrzi ekvator.
Mercatorovom projekcijom se i meridijani i paralele
preslikavaju u pravce te su oni medusobno okomiti.
Najmanja deformacija je na podrucijima blizu ekva-
tora te je ona tim veca sto je podrucje udaljenije od
ekvatora. |z toga razloga Mercatorova projekcija
nije prikladna za prikaz vecih podrucja (primjerice,
u toj je projekciji povr§ina Grenlanda priblizno jed-
naka povrsini Afrike, iako je ona u stvarnosti oko
14 puta manja). Bez obzira na nedostatke, Goog-
le maps koristi prikaz dobiven upravo Mercatoro-
vom projekcijom te je ona viSe stolje¢a najéesce
koristena projekcija u brodskoj navigaciji.

Na slici u panoptikumu ovog broja MiS-a sfera je
namjestena tako da je Europa najmanije deformira-
na pri stereografskoj projekciji.
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