viSe nego u udzbeniku

Rjesavanje logickih

zadataka metodom semantickin stabala
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Osnovna motivacija za pisanje ovog Clanka bio je
sliedeéi zadatak:

U nekoj gostionici skupili su se miladici i djevojke
na pokladnoj zabavi. Gazdarica gostionice rekla
je mladi¢ima: “Svatko tko ispuni sliedeca tri uvjeta
dobit ¢e bocu sampanjca. Uvjeti glase:

1) Ako netko plese s crnkom ili plese sa mnom (in-
Kkluzivno “ili”!), onda mora plesati s konobaricom
i ne smije plesati s plavusom.

2) Ako netko ne plese s konobaricom ili ako plese
S cmkom, onda ne smije plesati sa mnom, ali
mora plesati s plavusom.

3) Mora plesati sa mnom, ali ne smije s konoba-
ricom, osim ako plese s crnkom, ali ne s pla-
vusom.”

Sto mora udiniti miadié da dobije besplatnu bocu
sampanjca?

Zadatak je postavljen i rijeSen u knjizi D. Blanuse
[1] na stranicama 349 i 350 koriStenjem Booleovih
algebri. D. Blanu$a je bio profesor matematike na
Elektrotehnickom fakultetu u Zagrebu (danasnjem

Milana Vukovic i
Miaden Vukovié, Zagreb

FER-u). U ¢€lanku [5] rijeSen je jedan drugi zadatak
iz knjige profesora Blanu$e, takoder primjenom Bo-
olevih algebri. Oba Blanusina zadatka navedena
suiu ¢lanku [8]. Namjera nam je ovdje izloZiti me-
todu semantickih stabala, te njome rijesiti zadatak
profesora Blanu$e i jos neke sli¢ne zadatke. Meto-
da semanti¢kih stabala nije univerzalna metoda za
riedavanje tzv. logi¢kin zadataka. Stovige, mislimo
da je logicke zadatke najbolje rieSavati “na prste”,
tj. primjenom osobne “zdrave logike”. No, treba is-
taknuti da je uloga semantickih stabala vrlo vazna
u matematickoj logici i teorijskom ra¢unarstvu.

Osnovno o logici sudova

Kada se spomene logika sudova, vec¢ina ljudi ¢e
pomisliti na semantiCke tablice, ili na onaj “mokri”
primjer: “Ako kiSa pada, onda su ulice mokre.” Lo-
gika sudova je daleko viSe od toga. Prije svega
ona je primjer jedne formalne matematicke teorije.
Na jednom takvom jednostavnom primjeru lako je
uvesti pojmove kao $to su, primjerice: jezik teorije,
interpretacija, ispunjivost, konzistentnost, adekvat-
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nost, potpunost i odlucivost. Ovdje ¢emo ukratko
ponoviti pojmove koji su nam potrebni za definira-
nje metode semantickih stabala. U logici sudova
koristimo se sljede¢im simbolima za izgradnju for-
mula:

a) propozicionalnim varijablama koje ozna¢avamo
velikim tiskanim slovima (A, B, C, P, Q,R.. ..)

b) logi¢kim veznicima: =, A, V, — i«
c) zagradama: (i).

LogiCke veznike redom nazivamo ovako:

negacija A Kkonjunkcija V. disjunkcija

kondicional <« bikondicional

Ranije navedenim simbolima gradimo formule. Sva-
ka propozicionalna varijabla je najjednostavnija for-
mula logike sudova. Ako su A i B formule, tada su
i(mA), (AAB), (AVB), A—B)i (A< B)
takoder formule. Primjerice, (PV —~Q) — ——R, P,
A~ B i =P — (Q — —(R A —P)) su primjeri
formula.

Kako bismo mogli govoriti o istinitosti neke formu-
le, moramo interpretirati svaki pojedini simbol. U
tu svrhu prvo definiramo pojam interpretacije u lo-
gici sudova. To je svaka funkcija ¢ija je domena
skup svih propozicionalnih varijabli, a kodomena
je dvodlani skup {0, 1}. Svaka interpretacija I se
proSiruje na skup svih formula na sljedec¢i nacin:

I(-A) =1 akoisamoako I(A)=0;
I(AANB) =1 akoisamoako I(A)=1iI(B)=1;
I(AVB) =1 akoisamoako I(A)=11ili(B)=1;

I(A— B) =1 akoisamoako I(A)=0ilil(B)=1;
I(A< B)=1 akoisamoako I(A)=I(B)

Zelimo istaknuti da veznik ili shvaéamo inkluzivno.
Primjerice, zahtjev “I(A) = 1iliI(B) = 1" znadida
jeiliI(A) = 1,1l I(B) = L ili oboje.

Preglednije je vrijednost interpretacije na formula-
ma definirati tablicama koje se nazivaju seman-
ticke tablice. Tada se vrijednosti interpretacije za
slozenije formule mogu definirati i ovako:

A B -A AANB AVB A—B A< B
0 0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1 0
1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1

Ovdje smo zbog preglednosti upotrijebili seman-
ticku tablicu. No, smatramo da semanticke tablice
kod Citatelja prebrzo stvaraju dojam da je razumio
Sto u njima piSe, te da se veéi dio matematicke
logike svodi na sematicke tablice.

Ako je F formula, te I interpretacija i vrijedi I(F) =
1, tada kazemo da je formula F istinita za interpre-
taciju I. Ako pak je I(F) = 0, tada kazemo da je
formula F neistinita za interpretaciju I. Za formulu
F kazemo da je ispunjiva ako postoji interpretacija
I takva da vrijedi I(F) = 1. Kazemo da je formula
F tautologija ako za svaku interpretaciju I vrijedi
I(F) = 1. Zaformulu F kazemo da je antitautolo-
gija ako za svaku interpretaciju I vrijedi I(F) = 0.

Metoda semantickih stabala

Semanticke tablice su jedan algoritam kojime mo-
Zzemo ispitati je li neka formula ispunjiva, odnosno
tautologija ili antitautologija. Ako formula sadrZi
n propozicionalnih varijabli, tada pripadna seman-
ticka tablica sadrzi 2" redaka. 1z tog razloga obic¢no
se kaze da su semanticke tablice algoritam ekspo-
nencijalne vremenske slozenosti.

Sljede¢om tablicom Zelimo naglasiti koliko su ve-
liki neki brojevi, Pretpostavimo da neko rac¢unalo
izvrSava milijun instrukcija u sekundi. U sljede¢oj
su tablici istaknuta okvirna vremena koja bi bila pot-
rebnaracunalu za izvrsitif (n) instrukcija za razlicite
vrijednosti n.

U primjeni se nerijetko javlja potreba za ispitiva-
njem formula logike sudova koje imaju viSe tisu¢a
varijabli. Primjerice, logika sudova se koristi prili-
kom testiranja mikroprocesora, u izgradnji ekspert-
nih sustava, te u umjetnoj inteligenciji i strojnom
ucenju. Posebno je vazna njena uloga u logickom
programiranju (vidi [2]).
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Jos$ nije poznato postoji li algoritam za ispitivanje is-
punjivosti formula logike sudova &ija je vremenska
sloZenost polinomna. Poznati problem SAT (engl. (—) B—C @ B—C @
satisfiability) glasi: “za danu formulu F odrediti je i / \ BT
ispunjiva”. .Cook i L.evin su nezgvisno 1970. godi-. Bl cCT CL
ne dokazali da egzistencija polinomno vremenski
slozenog algoritma za problem SAT povlali egzis-
tenciju “Idobrvih’j algoritamg za mnoge“teékg prqb— () B C @ Bw C @
leme. Time Zelimo naglasiti da neki dijelovi logike / \ / \
R BT Bl omT b
' cCT CcL cL cCT

bitno povezan s problemom SAT. O tome moZete
Citati u Clanku [12].

Semanti¢kom tablicom ispituje se istinitost dane
formule za svaku interpretaciju, pa kazemo da su
one jedan potpuni test. Algoritmi koji ispituju egzis-
tenciju jedne interpretacije nazivaju se ciljani testo-
vi. Sada dajemo jedan primjer ciljanog testa. Na-
zivamo ga metoda semanti¢kih stabala.

Opisimo metodu semantickih stabala prilikom is-
pitivanja je li neka zadana formula F tautologija.
Polazimo od pitanja postoji li interpretacija I takva
da vrijedi I(F) = 0. Iz tog razloga prvi redak prili-
kom tog ispitivanja ima oblik F' L. Tada primjenom
odredenih pravila razgradujemo danu formulu, od-
nosno slozene uvjete svodimo na viSe jednostavni-
jih. Ovdje znak _L koristimo kao oznaku za “formula
je neistinita za neku interpretaciju”, a znak T je oz-
naka za “formula je istinita na neku interpretaciju”.
Sada navodimo pravila kojima se koristimo prilikom
metode semantic¢kih stabala. Za svaki logicki vez-
nik imamo dva pravila. Jedno se odnosi na slucaj
kada je formula istinita za interpretaciju, a drugo na
slu€aj kada je formula neistinita. Pravila je lako op-
ravdati kada se uzme u obzir definicija interpretacije
slozenih formula.

Zaokruzivanje simbola T, tj. oznaka @ , znadi
da se dani zahtjev svodi na nove zahtjeve koji ga
slijede, te da je pripadni redak potpuno analiziran i
na njega se viSe ne moramo vracati. Za ilustraciju
promotrimo sljedece pravilo:

BvC(T)

/A
BT CT

Iz njega Citamo da je formula B V C istinita ako je
istinita formula B ili pak je istinita formula C, tj. isti-
nitost formule B VV C svodi se na istinitost formule
B ili formule C.

Ako se radi o propozicionalnoj varijabli, tada se

koristimo oznakama [ . Na taj nacin oz-

nac¢avamo mijesta koja su nam na kraju analize je-
dina vazna.

Ako se prilikom ispitivanja na nekoj grani pojave

redci oblika F i F , tada na toj grani

prekidamo ispitivanje, te na kraj grane stavljamo
oznaku X. Time smo oznacili da su uvjeti na eg-
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zistenciju interpretacije kontradiktorni na toj grani.
Ako sve grane zavrSe sa X, tada zaklju¢ujemo da
trazena interpretacija ne postoji. InaCe s grane koja
nije zavrsila sa X oCitavamo trazenu interpretaciju.

Primjer 1. Ispitajjno metodom semantickih stabala
je li formula =(A A —~B) — (—A V B) tautologija.
Ovaj prvi primjer ¢emo vrlo detaljno raspisati. Svaki
redak stabla posebno numeriramo, te iza svakog
retka piSemo komentar. Na slici 1 dana je ilustracija
pripadne analize.

Buduci da su sve grane zavrsile sa X, zaklju¢ujemo
da ne postoji interpretacija za koju bi dana formu-
la bila neistinita. To znadi da je pocetna formula
tautologija.

Primjer 2. Ispitajmo metodom semantickih stabala
je liformula (AAB)V (mAA-C)) — (B~ C)
tautologija. Pripadna analiza ilustrirana je na slici 2.

Buduci da postoje grane koje nisu zavrsile kontra-
dikcijom zakljuCujemo da dana formula nije tauto-
logija. Mozemo oditati dvije interpretacije za koje
je dana formula neistinita. Jedna interpretacija I je
definirana sa I(A) = I(B) = 1iI1(C) = 0. Druga
interpretacija J je definiranasa J(A) = J(C) =0 i
J(B) = 1.

1 ~(AA-B) — (-AVB) (1)

2. ~(an-B) (T)

3. -AVB (1)

4. AN-B (1)

5. -A (D

6. B

7. A
RN

8. A -8 (1)

9. X B

10.

(AAB)V(-AA-C)) — (B C) (1)
(AAB)V (mAA=C) (T)

Slika 2 (uz primjer 2)

Dokaz korektnosti i potpunosti metode semantickin
stabala moZete vidjeti u [14]. Semantic¢ko stablo
uvijek zavrSava u kona¢no mnogo koraka. Tada

slijediiz 1. — pravilo za kondicional
slijedi iz 1. — pravilo za kondicional
slijedi iz 2. — pravilo za negaciju
slijedi iz 3. — pravilo za disjunkciju
slijedi iz 3. — pravilo za disjunkciju

slijedi iz 5. — pravilo za negaciju

slijedi iz 4. — pravilo za konjunkciju

slijedi iz 8. — pravilo za negaciju
nagranije B iB

Slika 1 (uz primjer 1)
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mozemo vidjeti je li, primjerice, formula tautologi-
ja, ili pak mozemo ocitati interpretacije za koje je
formula neistinita. To znadi da za svaku formulu
logike sudova mozemo u kona¢no mnogo koraka
odluciti je li tautologija. Zbog toga kazemo da je
logika sudova odluciva teorija. To je jedna od naj-
vecih razlika s logikom prvog reda koja nije odluciva
teorija (Churchov teorem).

Nazalost, metoda semantickih stabala je takoder
eksponencijalno vremenski sloZzen algoritam (za-
§to?).

Logicki zadatci

U ovom dijelu zelimo ilustrirati na nekoliko primjera
kako se koristiti metodom semantickih stabala pri-
likom rjesavanja nekih logickih zadataka. Svakako
odmah treba istaknuti da ova metoda nije pogodna
za rjeSavanje svakog logi¢kog zadatka. To ¢emo
ilustrirati na samom kraju.

Prvi je primjer dosta trivijalan, te bi se mogao rijesiti
gotovo “na prste”. No, tim primjerom Zelimo samo
ilustrirati metodu semantickih stabala. Primjeri koji
slijede nakon prvog ¢e biti daleko sloZeniji.

Primjer 1. DjeCak se spremao za $kolski izlet. Ma-
ma (kao i svaka druga mama) zeljela mu je pomodi

e

O
/S 63) O\
t@ 0O @
X R X

\
L@

/7 3)\ X

svojim savjetima. Buduci da je sin nije paZljivo
slusao, te je Cak i glasno negodovao zbog mami-
nih savjeta, svi njeni sakupljeni savijeti su izgledali
ovako:

1) Ako ne ponese$ loptu, tada moze$ uzeti reket
za tenis.

2) Ako odluci§ ponijeti reket, tada moze$§ uzeti i
loptu.

3) Ako uzmes loptu, tada nemoj ponijeti reket.
MoZe li djecak ispuniti sve mamine zahtjeve?

Rjesenje. Oznalimo sa L recenicu “Ponijet ¢e$
loptu”, a sa R ozna¢imo rec¢enicu “Ponijet ¢es re-
ket”. Tada sve mamine savjete mozemo simbolicki
zapisati jednom formulom logike sudova ovako:

(-L—R)AN(R—L)A(L— —R).

Trebamo ispitati je li dana formula ispunjiva. Meto-
da semantickih stabala za ovaj primjer ilustrirana je
na slici 3.

Dvije grane nisu zavrSile kontradikcijom. To znaCi
da je pocetna formula ispunjiva. Iz obje grane
¢itamo istu interpretaciju I: I(L) =1 i I(R) = 0.
Ako djeCak Zeli ispuniti sve mamine zahtjeve, tada
treba na izlet ponijeti loptu, a reket mora ostaviti
doma.

Slika 3 (uz primjer 1)
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Primjer 2. RijeSimo sada metodom semantickih
stabala zadatak profesora Blanuse s pocetka ovog
¢lanka. Uvodimo sliedece oznake za tvrdnje:

P — “mladi¢ je plesao s plavusom”;

C — "mladi¢ je plesao s crnkom”;

K — "mladic¢ je plesao s konobaricom”;

G - "mladi¢ je plesao s gazdaricom”.

Semanticko stablo kojim je ispitana ispunjivost for-
mule F dano je na slici 4.

Budu¢i da su sve grane zavrSile kontradikcijom,
zaklju¢ujemo da formula F nije ispunjiva. To znaci
da niti jedan mladi¢ ne moze ispuniti gazdari¢ine
uvjete i osvojiti Sampanjac.

RjeSavanjem sljedeceg primjera Zelimo ilustrirati da

u nekim sluCajevima metoda semantickih stabala
moze biti samo dio postupka. Primjer je preuzet
iz MFL XXII 1 (1971.-1972.) gdje je na strani 28
naveden kao zadatak pod brojem 1081.

Ako simbole P, C, K i G shvatimo kao propozi-
cionalne varijable, tada se dani zadatak svodi na
ispitivanje je li sliede¢a formula F ispunijiva:

F=((CVG) — (KA=P)) A (=K VC)

Primjer 3. Cetiri u¢enika A, B, Ci D sudjelovalo
— (G AP)) A (—(CA—=P)— (GA—K)).

je u jednom natjecanju. Na pitanje kakav je bio

r (@

(1) (CVG)— (Krn-P) (T)
2) (-kVC)— (-GAP) (T)
(3) ~(CA-P)— (GA-K) (T)

3)

» @
@

X

N

G-k (T)
¢ (@
-k (T)
k@
/)N
cvaG (L) KA-P(T)
c@© k@
¢ Q@ -» (@
X r@

X

Slika 4 (uz primjer 2)
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poredak, A je izjavio: “C je prvi, B je drugi”; B je
rekao: “C je drugi, D je tre¢i”; C tvrdi: “D je Cetvrti,
A je drugi”. Svaki od ucenika A, B i C iskazao je
dvije tvrdnje od kojih je jedna istinita, a jedna lazna.
Kakav je bio poredak?

Rjesenje. Za svakii € {1,2,3,4} uvodimo redom
oznake za tvrdnje:

A; — "ucenik A je bio i-ti po redu”;
B; — “ucenik B je bio i-ti po redu”;
C; — “ucenik C je bio i-ti po redu”;
D; — "ucenik D je bio i-ti po redu”.

Iz izjava uCenika i uvjeta da je kod svakog od njih
jedna tvrdnja istinita, a druga lazna, slijedi da treba
odrediti interpretaciju I za koju je sljedec¢a formula
istinita:
G= ((Cl V Bz) A\ ﬁ(Cl N Bg))
A\ ((Cz \Y D3) AN ﬁ(Cz A\ D3))
A\ ((D4 \/Az) A\ ﬁ(D4 /\Az)).

Zatim, za interpretaciju I trebaju biti ispunjena slje-
deca dva uvjeta:

a) ni za jednog ucenika U € {A,B,C,D} iniza
koji par brojeva i # jne vrijedi I(U;) = I(U;) =

¢ (D
(1) (C1VB2) A=(Ci ABy) (T)
2 (CoVD3)AN—-(CoAD;) T
(B) (DsVA)AN—(DyNAy) T

¢ v B, (T)
~(C1 ABy) (T)
CiABy (1)
SN
a@ 5@
RN N\
«c@ 20 «©O =0

X X
Slika 5 (uz primjer 3)
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1 (to znaci da jedan ucenik ne moze zauzeti dva
razliCita mjesta u poretku)

b) za sve parove ucenika U,V € {A,B,C, D},
U # Vizasvakii € {1,2,3,4} ne smije vrije-
diti I(U;) = I(V;) = 1 (pretpostavijamo da,
primjerice, dva u€enika ne mogu zauzeti tre¢e
mjesto).

Metodom semantickih stabala odredimo interpre-

taciju I za koju je formula G istinita, te za koju su

ispunjeni uvjeti (1) i (2). PoCetak analize dan je na

slici 5.

Na tren ¢emo prekinuti ovu analizu kako bismo sk-

ratili daljni postupak (te kako bi nam ilustacija sta-

la na jednu stranu papira). Iz prethodne analize
mozemo zakljuciti da razmatranjem formule (1) do-
bivamo stablo koje je prikazano na sljede¢oj slici.

) (C] \/Bz) N _|(C1 /\Bz) @

/ AN
a @
20

Na isti nacin zaklju€ujemo da analizom formula (2)
i (8) dobivamo stabla prikazana na sliede¢e dvije

slike.
(@ (C2VDs) A—~(CoADs) (T)

/ AN

G

C

B>

C,

D3 D3

(3) (DsVA)A=(DsAA) (T)

/ AN
NG p, ©
4 Q) 4 (@)

Sada provodimo analizu pocetne formule G na
nacin da prethodna tri stabla spajamo u jedno. To
je ilustrirano na slici 6 na sljiedec¢oj stranici.

Krajeve svake od Sest grana posljednjeg stabla oz-
nacili smo rimskim brojevima kako bismo ih sada
mogli lakse komentirati. Na grani () nismo ana-

lizirali formulu (3) jer na toj grani imamo C;
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i Cy . To bi znacilo da se osoba C nalazi
istovremeno na prvom i drugom mjestu, Sto je ne-

moguce. Analogno, na grani (Il) imamo Dj i

Dy . Na grani (IV) imamo B, i Cy

Sto bi znadilo da se osobe B i C nalaze na dru—
gom mijestu, a to je u suprotnosti s uvjetom b) s
poCetka. Na sli¢an nacin vidimo da s grana (V) i
(V) ne mozemo ocitati trazenu interpretaciju. Ko-
nacno, s grane (Ill) ¢itamo poredak natjecatelja: 1.
C, 2.A 3Di4 B

SN W VRN
Ds Dy ps (0)
40 4@ 4 Q@
(n (I V) (V1)
Slika 6
Zadatak 1. U knjizi [1] na strani 347 nalazi se i

sljedeci zadatak:

Neki mladoZenja poslije vjiendanja rece svojoj Zeni:

“Draga moja, dobro ¢emo se slagati ako s obzirom

na ruckove ispunis ova tri uvjeta:

1. Ako ne das kruh na stol, tada mora$ dati slado-
led.

2. Ako das kruh i sladoled, ne smijes dati krastavce.

3. Ako das$ krastavce ili (inkluzivno 'ili’!) ne das kruh,
onda ne smijes dati sladoled.”

Jesu li ovi uvjeti zajedno ispunjivi, i ako jesu, kako ih

je moguce postici?

Probajte i ovaj zadatak profesora Blanuse rijesiti

metodom semantickih stabala.

o
~ @

Sliede¢i zadatak je preuzet iz ¢lanka [13] gdje je
rijeSen Booleovim algebrama. PokuSajte ga rijesiti
metodom semantickih stabala.

Zadatak 2. Od 6 djecCaka dvojica imaju popravak
iz matematike. Na pitanje, koja su to dvojica, do-
bivene su sliedece izjave: Branko: “DraZen i Mari-
jan”; Drazen: “Branko i Zvonko”; Goran: “Branko i
Kreso”; Kreso: “Branko i Goran”; Marijan: “Drazen
i Zvonko.”
kriva (niti jedan ucenik nije ispravno naveden), a u
svakoj od preostale 4 izjave ispravno je naveden po
jedan ucenik koji treba ici na popravak. Odredite
koji ucenici trebaju i¢i na popravak.

U popis literature, koji slijedi, stavili smo naslove
koji sadrze logiCke zadatke. Neki bi se zadatci mo-
gli rijeSiti metodom semantiCkih stabala za logiku
prvog reda (vidi [14]).

Od tih 5 izjava jedna je u potpunosti
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