Radomir Loncarevi¢, Zagreb

Osobitu ulogu u matematici imaju
nizovi brojeva. Kroz skolovanje
upoznali smo primjere aritmetickih,
geometrijskih nizova, Fibonaccijev
niz itd. U ovom C&lanku prikazat
éemo Fareyev niz, neka njegova
Korisha svojstva te primjene pri
rieSavanju linearnih diofantskih jed-
nadzbi i aproksimaciji iracionalnih
brojeva.

1. Povijest Fareyeva niza

Za vrijeme Francuske revolucije Francuska prela-
Zi na metricki sustav te se stoga svaki racionalan
broj iz zapisa s pomoc¢u razlomka morao pretvoriti
u decimalan zapis. Taj je posaoc morao odradi-
ti Charles Haros, geometar zaposlen u Francus-
kom drzavnom uredu za katastarske poslove. U
izradi tablice pretvorbe morao je identificirati sve
potpuno skra¢ene razlomke s nazivnikom manjim
od 100. Uspio je pronaci algoritam za pronalazak
svih razlomaka, a algoritam je danas poznat kao
pronalazenje medianta i koristi se za odredivanje
novog potpuno skracenog razlomka koji se nalazi
izmedu dva ve¢ postojeé¢a potpuno skra¢ena raz-
lomka. Godine 1802. Haros je uspio dokazati da
ako krene s nizom
1 1 1123 97 98
99798 "7737273747777798799

i za svaki par razlomaka nade mediant na nacin
da zapisuje samo one razlomke nazivnika manjeg
od 100, dobit ¢e svih 3003 trazenih razlomaka. Da

mmisS

Fareyev niz

povijest bude zanimljivija, svojstva medianta nije
prvi pronasao Haros, ve¢ 150 g. ranije francus-
ki matematicar Nicolas Chuquet. Isto tako je 15
g. ranije Britanac Henry Goodwyn, inace vlasnik
pivnice, koji se u slobodno vrijeme bavio izradom
matematickih tablica, napravio tablicu sli¢nu Haro-
sovoj, ali s razlomcima Kkoji su imali nazivnike od 1
do 1024. Njegov rad prezentiran je tek 25. travnja
1816. g. ispred Londonskog kraljevskog drustva za
unapredenje znanosti i otisnut je za privatnu upo-
trebu. Nedugo nakon Goodwynove prezentacije,
geolog John Farey piSe pismo za Philosophical Ma-
gazine and Journal u kojem govori 0 nizu potpuno
skra¢enih razlomaka nazivnika manjih od zadanog
broja n gdje je uocio da je svaki ¢lan niza mediant
svojih susjeda. On nije znao da je ve¢ 1791, Ha-
ros uocio i dokazao to svojstvo. Augustin Cauchy,
nakon $to je proc¢itao Fareyevo pismo, uspijeva do-
kazati uoCeno svojstvo i objavljuje ga u Exercises
de mathematique. On takoder nije znao za Haro-
sev rad te je u objavi svog rada rezultat posvetio
Fareyu umjesto Harosu. Upravo zbog toga mnogi
matematicari imaju rezerve o Fareyevu doprinosu
matematici.
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2. Fareyev niz

2.1. Definicije i primjeri

Definicija 2.1. Neka je n € N. Fareyev niz F,, reda
n je niz svih racionalnih brojeva 1—7, gdjesupigqcijeli
brojevitakvidaje 0 < p < g < n,inzd(p,q) = 1,

zapisanih u rastu¢em redoslijedu.

Primjer 1. Odredimo Fareyeve nizove do Sestog
reda.

po2d
T
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F2:9a_a_
1'2°1
o121
PT1'32°37
0111231
F4__a_a_7_7_7_7_
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poo b b2 132341
5*175343375,275733435,1
0111121323451
Fﬁ__7_7 ________ IR R
1°6°5 561

Na internetskoj stranici [5] mozete pronaci kalkula-
tor Fareyevih nizova.

Definicija 2.2. Neka su g,g € Q. Razlomak

a—+c . . a . c
naziva se mediant razlomaka b i J

b+d

lako je pojam medianta povijesno stariji od Fareye-
va niza, on se ipak najviSe koristi i povezuje s Fa-
reyevim nizom.

Primjer 2. U Fareyevu nizu F's odredimo mediant

razlomaka — i —.
51

441 5

5+1 6
Primijetite da se razlomak E ne nalazi u nizu Fs, ali

4 1
se nalazi u nizu Fg ito izmedu razlomaka = i —. Ta-
ko je odredivanjem medianta definiran i redoslijed

5.1
razlomaka 56 [ 1 unizu Fg. Svakirazlomak u Fa-

0.1
reyevu nizu F,,, osim 1 i T dobiven je kao mediant

svojih susjednih razlomaka. U sliede¢em primjeru
opisat ¢emo algoritam kojim su se Haros i Farey
koristili za konstrukciju Fareyeva nizaitozan < 4.

Primjer 3. Primjenom definicije medianta odredi-
mo F,, F5 i F4. Krenimo s Fareyevim nizom prvog

reda F| =

—

1 Odredimo mediant razlomaka 1

1+1 2

241 3
SadajeF3 = —, =, =, =, — Odredimo mediante

1'3'2"3"1°
svaka dva uzastopna razlomka u F3.

0+1 1 1+1 2

1+3 4 342 5

1+2 3 241 3

243 5 341 4
SadajeF4:9 l 1 1 % é l Razlomci%i
1'4°372737471 5

3 o S oo Y
3 nisu ¢lanovi niza Fy4, jer im je nazivnik veéi od
reda niza.

Opcenito, Fareyev niz F,, dobiva se raCunanjem
medianta svaka dva uzastopna ¢lananiza F,,_1, ta-
ko dugo dok je nazivnik dobivenog medianta maniji
od ili jednak n.

Zadatak 1. Odredite F7 i Fg koriste¢i se definicijom
medianta.

2.2. Svojstva Fareyeva niza

U ovom dijelu dokazat ¢emo nekoliko vaznih svoj-
stava medjanta i Fareyeva niza.

Propozicija koja slijedi predstavlja svojstvo medi-
anta.
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- a c )
Propozicija 2.1. Neka su b € Q. Akoje

d
a<conda,ea<a+c<c
PR A S A S

. .a c .
Dokaz. Buduci da je b < 7 onda je bc — ad >

a+c a bc —ad
0. Sada | — - = — > 0 |
Rl b yad T b T bbta) !
c a+c bc —ad
- — = 0. Odakle slijedi
d btd  db+d) aie slied
trazena nejednakost. [ |

Dokaz Propozicije 2.2 i Teorema 2.1 koji slijede
mozete pronadi u [4].

Propozicija 2.2. Dva uzastopna elementa u Fa-
reyevu nizu F,,, n > 1 ne mogu imati isti nazivnik.

a. c
Teorem 2.1. Racionalni brojevi b [ p Su dva uzas-

topna elementa Fareyeva niza F,, ako i samo ako
je
bc—ad=1. (1)

Dokazimo neke jednostavne posljedice Teorema
2.1.

a r ¢
Korolar 2.1. Ako su 53 d tri uzastopna elemen-
S
a—+c

ta Fareyeva niza F,, onda je g = btd
ar c
. . b's’d o
ti Fareyeva niza F,, prema Teoremu 2.1 vrijedi
br—as = lisc—rd = 1. Oduzimanjem druge jed-
nakosti od prve dobivamo r(b+d) —s(a+c¢) = 0,

odnosno r_arc [ |
s b+d

Dokaz. Buduéi da su uzastopni elemen-

a . c
Korolar 2.2. Ako su b i p dva uzastopna elementa
a 1

C
Fareyeva niza F,,, ondaje — — — = —.
yevaniza fn 970 ba

Dokaz. Primjenom Teorema 2.1 dobivamo
bc—ad 1

¢c_a 2
d b bd — bd L

a.r
Korolar 2.3. Ako su b i — uzastopni elementi Fa-
S
reyeva niza F,, onda je element koji slijedi odmah

r
nakon — u nizu F, jednak
s

S

LﬂJr—a

s

(2)

c
Dokaz. Oznacimo li sa p element koiji slijedi nakon

! onda je zbog Korolara 2.1 ! ate Ka

-, 7 . - = X -

K J d K b+d

ko je r otpuno skraceni razlomak, a a_—i—c
o5 pow 4 rd

nuzno, onda mora postojati cijeli broj k takav da je

a+c=krib+d=ks Kakojed=ks—b <n

b
i k najvec¢i moguci, imamo k = {iJ . Sada je
S

nije

c kr—a [#J r—a
d ks—b |=L]s—b "
s
Korolar 2.3 moze se koristiti za odredivanije ele-

menata Fareyeva niza F,, oko bilo kojeg zadanog
elementa niza.

Primjer 4. Odredimo prva tri elementa u Fareyevu

i k lomka ——.
nizu reda 500 nakon razlomka 200

13 ¢
Rjesenje. Neka su 202 i p uzastopni elemen-
ti niza F509. Prema Teoremu 2.1 imamo 202¢ —

13d = 1. Primjenom Euklidova algoritma dobiva-
mo sva cjelobrojnarjegenja (¢, d) = (2+13k,31+
202k), k € Z. Kako je n = 500, najve¢i moguéi k
je jednak 2 te je (¢, d) = (28,435). Time dobiva-
mo prvi od triju trazenih ¢lanova ——. Primjenom
435

formule (2) na uzastopne elemente £ [ ﬁ
202 435
500 + 202

{ 435

{500 + 202

J-28—13:15

+435 — 202 = 233
435 J ’

15
dobivamo drugi traZzeni razlomak 33 Ponovnom

primjenom formule (2) na uzastopne elemente ——

435
i 15 dobivamo treéi trazeni razlomak 32 Prema
233 497
tome trazeni ¢lanovi s 28 15, 32
zeni Visu —, — | ——.
1435233 ' 497

Sliedec¢a dva zadatka namijenjena su Citateljima.
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Zadatak 2. Pronadite sve elemente Fareyeva niza

5 13
koji laze i | ka — i —.
reda 95 koji se nalaze izmedu razlomaka 3 i 56

Zadatak 3. Odredite Cetiri uzastopna elementa Fa-

. 23
reyeva niza reda 520 nakon razlomka 303"

3. Primjene Fareyeva niza

3.1. Rjesavanje linearnih diofantskih
jednadzbi

U ovom dijelu pokazat ¢emo kroz primjere kako
nam Fareyevi razlomci mogu pomodi pri rieSavaniju
linearnih diofantskih jednadzbi, a za kraj ¢e biti dan
i algoritam za rjeSavanije.

Teorem 3.1. Neka su a, b i n cijeli brojevi, takvi da
je najveci zajednicki djelitelj od @ i b jednak 1. Ako
je jedno riesenije jednadzbe

ax—by=n (3)

jednako (x,y) = (¢, d), onda su sva riesenja dana
sax=c+bkiy=d+ ak,k € Z.

Dokaz Teorema 3.1 mozete vidjeti u [3].

Primjer 5. RijeSite diofantsku jednadzbu 3x—7y=1.

RjeSenje. Primjenom Teorema 2.1 imamo da su J
by

3
i 7 dva uzastopna elementa Fareyeva niza. Kako

je nazivnik vec¢eg razlomka jednak 7, razlomak Y
trazimo u Fareyevu nizu F5. |1z niza

Fr= - - -, - =, =, =, =
7 1,7,675743733,5,77
14325345¢61
2°7°5'3'774’°'56’7 1
) Y 2 . .
uoCavamo da je = = 5 Stoga je partikular-
X

no rieSenje (x,y) = (5,2), $to je lako provjeriti.
Konac¢no je riesenje prema Teoremu 3.1 jednako
(x,y) = (5+Tk,2 +3k), ke Z.

Rijesimo nekoliko primjera gdje je n razli¢ito od je-
dan.

Primjer 6. RijeSite diofantsku jednadzbu 3x—7y=4.

Rjesenje. Partikularno rjeSenje iz prethodnog za-
datka pomnozimo sa n = 4 pa je partikularno
rieSenje nove jednadzbe (x,y) = (20,8), a ko-
nacno (20 4+ 7k,8 + 3k) k € Z.

Primjer 7. RijeSite diofantsku jednadZbu 5x—2y=3.
Rjesenje. Nadimo partikularno rieSenje jednadzbe
5x — 2y = 1. Primjenom Teorema 2.1 imamo da

2 x .
Su 3 i — dva uzastopna elementa niza F5. 1z Fs

1
oc¢itamo da je I X Sada je partikularno rjesenje
y

jednadzbe 5x—2y =1, (x,y) = (1,2). Partikular-
no rieSenje pocetne jednadzbe jest (x,y) = (3,6),
akonacno (x,y) = (3 + 2k,6 + 5k),k € Z.

Primjer 8. Rijesite diofantsku jednadzbu 2y—3x=4.

Rjesenje. Prvo traZzimo rjeSenje jednadzbe 2y —
3x = 1. Primjenom Teorema 2.1 imamo da su ! i
y

2
3 dva uzastopna elementa Fareyeva niza F3. 1z F3

1
oCitamo da je T 7 Stogaje (x,y) = (1,2) par-
y
tikularnorieSenje jednadzbe 2y—3x = 1. Konacno
rieSenje naseg zadatka jednako je (4 +2k, 8+ 3k),
keZ.

Primjer 9. RijeSite diofantsku jednadzbu 4y—x=2.

Rjesenje. Nadimo partikularno rieSenje jednadzbe
4y —x = 1. Primjenom Teorema 2.1 imamo

oy !
da su 1 i = dva uzastopna razlomka u nizu
X

Yy

1
F,. Iz Fy oCitamo da je = = 3 Stoga je

X
(x,y) = (3,1) partikularno riesenje jednadzbe
4y — x = 1. Konacno rjeSenje pocCetne jednadzbe
(x,y) = (6 +4k,2+k), ke Z

Primijetite da poznavanje Fareyeva niza moze uve-

like olaksati i ubrzati rieSavanje linearnih diofantskih
jednadzbi oblika (3).
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Napomena 3.1. Na temelju rijesenih primjera,

moZemo opisati postupak rjesavanja linearnih di-

ofantskih jednadzbi oblika 3 s pomocu Fareyeva ni-

za:

1. Nekajea,b > 0in=1.

a) Ako je a < b, onda u Fareyevu nizu F}, trazimo
razlomak J takav da su Y i g dva uzastopna

X X

elementa niza Fj,. Ako je to y—07 onda je par-
Xo
tikularno rjesenje (x,y) = (xo,¥0), a kona¢no
rieSenje jednadZbe (xo + bk,yo + ak), k € Z.
b) Ako je a > b, onda u Fareyevu nizu F, traZimo

X b x
razlomak — takav da su — i — dva uzastopna ele-
y a.y

menta niza F,. Ako je to @, onda je partikularno
iesenje (x,y) = (xo,yo)o, a konacno rjesenje
jednadzbe (xo + bk,yo + ak), k € Z.

2. Nekajea,b <0in=1

a) Ako je a < b, onda u Fareyevu nizu F\, traZimo

X x b
razlomak — takav da su — i — dva uzastopna
y y a

X
elementa niza F\,. Ako je to —0, onda je par-

0
tikularno riesenje (x,y) = (xo,y0), @ konacno
rjesenje jednadzbe (xo + bk, yo + ak), k € Z.

b) Ako je a > b, onda u Fareyevu nizu F | trazimo

razlomak Y takav da su % i J dva uzastopna
X X
elementa niza F,. Ako je to )ﬁ, onda je par-
X
tikularno riesenje (x,y) = (xo,Y0), @ konacno
rjesenje jednadzbe (xo + bk, yo + ak), k € Z.

3. Ako je n # 1, onda njime pomnoZimo partikular-
no rieSenje dobiveno za jednadzbu u kojojje n =
1 pa je konacno rjesenje (nxy + bk, nyo + ak).

Ako je nzd(a, b,n) = d, jednadzbu podijelimo sa d
i primijenimo prethodno opisani postupak.

U ovom radu nije promatran slu¢aja < 0, b > 01
a > 0,b < 0. Takav bi sluCaj zahtijevao prosirenje
Fareyeva niza na negativne racionalne brojeve.

Zadatak 4. RijeSite sljedece linearne diofantske
jednadzbe s pomocu Fareyeva niza:

a)3x—y=>5

b) —4x+5y =3
c) 14y —4x =6.

3.2. Aproksimacija iracionalnih brojeva

U ovom dijelu opisat ¢emo postupak kojim se za
dani iracionalni broj moze pronaci aproksimacija
odgovarajuce preciznosti koriste¢i se Fareyevim ni-

zom. Neka je dan iracionalan broj x iz intervala

0 1
(0, 1) . Za tako odabrani broj vrijedi 1 <x< T

0.1 1
Pronademo mediant od 1 i T Sto je x Pocetni
interval je sada podijelien na dva podintervala

01 i L1 Broj x nalazi se u jednom
12 207/ PO J

od tih dvaju podintervala. Nakon Sto smjestimo x
u odgovarajuci podinterval, postupak trazenja me-
dianta se nastavlja do aproksimacije odgovarajuce
preciznosti. Pod preciznos¢u se ovdje misli da je
nazivnik medianta maniji od ili jednak redu Fareyeva
niza F,.

1
Primjer 10. Odredite aproksimaciju broja — Fa-
] p J | Vi

reyevim nizom reda:
1. 200 2. 10000.

Uz pomo¢ rac¢unala dobivamo

L 0.3779644730092272 ...
V7

1
Rjesenje. Neka je x = —.

V7

Primijenimo gore

opisani postupak.

0 10 11 1
T =2 < x< s =z<x<z

1 171 273 2
=>1< <2=> =>17< <31
35S T TS Yy
48 3148 7
127 582 7127 1T 209

Postupak zavrSavamo jer je nazivnik posliednjeg
medianta ve¢i od 200. Najbolja dobivena aproksi-
macija zadanog broja je razlomak

48

— = 0.3779527 118...
127 0.3779527559055118
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2. Nastavljamo postupak.

48 127 271 494

127 36 707 S 1307
765 494 765 1259

= 2024 S 1307 7 2024 < S 3331
765 2789 765 3554

=004 S 7379 7 2004 < 9403

Postupak se zavrSava jer bi nazivnik sliedeceg me-
dianta bio ve¢i od 10000. Najbolja aproksimacija
zadanog broja jest

3554
— =0. 44794214612 . ..
9403 0.377964479 6

Preciznost aproksimacije je to bolja $to je redni broj
Fareyeva niza veci.

Sljedeti zadatak namijenjen je Citateljima.

1
Zadatak 5. Pronadite aproksimaciju broja p za
Fareyev niz reda 10 000.

3.3. Fibonnacijevi razlomci

Za kraj rada iskazat i dokazat cemo teorem koji
nam daje vezu Fareyeva niza i niza Fibonnacijevih
razlomaka.

Fibonnacijev niz dan je rekurzivnom relacijom F,, =
F.o+F,_1,n>3gdiejeF, =1iF, =1pa
su ¢lanovi niza

1,1,2,3,5,8,13,21,. ..

Definicija 2.1. Fibonnacijev razlomak definiran je

F

kao omijer ¢lanova Fibonnacijevog niza F—", gdie
n+2

je n > 1. Niz Fibonnacijevih razlomaka

11235  F Fu
U Fup Fusl

Iz definicije Fibonnacijeva niza slijedi da je svaki
¢lan niza Fibonnacijevih razlomaka, osim prva dva,
mediant svojih prethodnika. U sljedecem teoremu
iskazat ¢emo vezu Fareyeva niza i niza Fibonnaci-
jevih razlomaka.

Teorem 3.2. Ako su dvarazlomka uzastopna u nizu
Fibonnacijevih razlomaka, onda su oni uzastopni i
u Fareyewvu nizu.

Fn i Fn+l

o Fuia Fuis .
u nizu Fibonnacijevih razlomaka. Potrebno je do-

kazati da razlomci zadovoljavaju Teorem 2.1. Ka-
ko razlomci u Fibonnacijevom nizu razlomaka ni-
su zapisani u rastu¢em poretku, zahtijevat ¢emo
|bc — ad| = 1. Dokaz provodimo matemati¢kom
indukcijom.

Dokaz. Neka su uzastopni razlomci

Zan = 1imamo
[F3-F,—F;-Fy=2-1—-1-3]=1.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n € N, {j.
‘Fn+2 : Fn+1 - Fn : Fn+3| =1
Provjerimo da tvrdnja vrijedizan 4+ 1 € N.
|Fn+3 : Fn+2 - Fn+1 ! Fn+4|
:|(Fn + Fn+1)Fn+3 - F11+1(Fn+2 + Fn+3)‘
:|FnFn+3 - Fn+1Fn+2| =1

Stoga tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve n. W
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