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Kako ucenici primjenjuju
matematicko izrazavanje

Ivanka Matesi¢, Vrbovsko

Jasnodi i jednoznaCnosti u izrazavanju
tezi svaka struka. Tijekom obrazovanja
uCenike se u okviru svakoga predmet-
nog podrucja nastoji osposobiti kako bi
razliCite pojmove i fenomene opisali na
objektivan, tj. znanstveni nacin. Tome
cilju bitno pridonosi nastava matematike.
Pokazemo li im strukturu i pravila
matematickoga opisa, ucenici ¢e uvidjeti
vrijednost matemati¢koga izrazavanja

i miSlienja te ¢e ga primjenjivati i u
drugim podrucijima.

1. Opcenito o stru¢nome
| znanstvenom izrazavanju

Strucno i znanstveno izrazavanje unutar standard-
noga jezika pripada njegovu znanstvenome funk-
cionalnom stilu. Znanstveni funkcionalni stil stan-
dardnoga jezika sluZi za prijenos znanstvenih infor-
macija i znanstvenoga mislienja. Njime se sluze
struénjaci i znanstvenici u svim strukama i pod-
rugjima znanosti: njime su pisani stru¢ni radovi,
znanstveni radovi, disertacije, diplomski radovi, pri-
ruénici i udzbenici. Lingvistika uobi¢ajeno opisu-
je taj stil kao objektivan, jasan, koncizan, jednoz-
nacan, svrhovit i neutralan.! Upravo te znacajke

¢ine ga pozeljinim nacinom izrazavanja i izvan us-
koga kruga znanstvenika i stru¢njaka. Cesto nam
je u svakodnevnom zivotu potrebno jasno i jednoz-
nacno izraziti svoja razmisljanja, opisati svoje ideje,
predstaviti drugima svoj projekt i sl.

Za jasnu i svrhovitu komunikaciju medu struc-
njacima nuzna je stru¢na terminologija (stru¢no
nazivlje) jer ona omoguéuje precizno izrazavanije
u struci.  Osim korektne upotrebe terminologije,
nuzno je opisati stru¢ne pojmove na primjeren
nacin. Za opisivanje termina sluzimo se pravili-
ma logi¢koga odredivanja, poznatijima pod nazi-
vom “struktura definicije”. Pritom mislimo na de-
finiranje, odredivanje u najSirem smislu, a ne sa-
mo na uzak pojam matematicke definicije. Pra-
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vilno strukturiranje opisa i definicije pojma vazno
je u svim strukama. Opisivanje i definiranje poj-
mova donosi praktiénu korist u svakoj struci jer
ono odrazava konsenzus unutar struke o tome $to
znaci ili koji opseg pokriva pojedini pojam. Pri-
mijerice pojam operacije u medicini, vojnoj stru-
ci i matematici potpuno je razli¢it i struénjaci ga
unutar svake od tih struka razumiju jednoznacno,
iako se u tim trima primjerima razli¢ita znacenja
imenuju istom rije¢i. Ovo susre¢emo ne samo u
hrvatskom, nego i u nizu drugih svjetskih jezika.
Medutim, uz takvu prakti¢nu svrhu, opisivanie poj-
ma, 1j. njegovo odredivanje/definiranje ima ulogu
i u svladavanju kognitivnoga procesa koji pripada
generickim kompetencijama. Takav proces obuh-
vaca sposobnost razdvajanja bitnoga od nebitno-
ga (8to je kontekstualno uvjetovano pri opisivanju,
a apsolutno uvjetovano pri definiranju), zatim spo-
sobnost induktivhoga i deduktivnog zakljucivanija,
uocavanja i izvodenja pravila i zakonitosti te iz-
razavanja na materinskome jeziku.  Znanstve-
no opisivanje i znanstveno odredivanje/definiranje
imaju svoju utvrdenu formu i pravila, a svaka stru-
ka, zastupljena kroz predmete u Skolskome kuriku-
lumu, usmjerena je upravo ka privikavanju u¢enika
na takav nacin izrazavanja.

2. Matematicko opisivanje
| definiranje

Opisivanje i definiranje bitni su procesi u matema-
tickome misljenju. Prvi se proces odnosi na feno-
mene iz stvarnosti koje je potrebno prenijeti sugo-
vorniku u komunikaciji kako bi se i govornik i sugo-
vornik usredotocili na isto, a definiranje se odnosi
na uvodenje novih pojmova koje ¢e prihvatiti i go-
vornik i sugovornik u daljnjoj komunikaciji. Jedan i
drugi proces podrazumijevaju odvijanje istoga kog-
nitivnog procesa koji je u glavnim crtama opisan
u prethodnome poglavlju, a koji je karakteristican
za matematic¢ko misljenje. K tome se oba proce-
sa odvijaju uz postovanje pravila iz logike koja se

odnose na oblikovanje definicije u najSirem smis-
lu toga pojma. Definicija se, kao $to je poznato,
sastoji od pojma koji se definira (lat. definiendum)
i pojma kojim definiramo (lat. definiens). Pritom
je potrebno svakom definiensu pronaci najblizi rod
(lat. genus proximum) i vrsnu razliku (lat. differen-
tia specifica). Prema opcenitim pravilima, korektno
izvedena definicija treba biti:

1) primjerena opsegom (ni preSiroka ni preuska) i
k tome obratljiva

2) jasna (bez dvosmislenih ili neodredenih i nejas-
nih pojmova)

3) ne smije biti ciklicka (pojam se ne smije definirati
njime samim)

4) pregledna i sazeta (sadrzi samo bitna obiljezja
pojma)

5) ne smije biti negativha ako moze biti pozitivna
(tzv. nijecne ili liSidbene definicije mogu se da-
vati eventualno ako je pojam koji se definira i
sam nije¢an ili lisidben).”

Pored spomenutih opc¢ih pravila, koja vrijede u
izvodenju definicija u bilo kojem podrucju, moguce
je izdvojiti i definicijske postupke u matemati¢kome
misljenju. Navest ¢emo nekoliko najcesc¢e primje-
njivanih takvih postupaka. Osnovni nacini definira-
nja u matematici su: definiranje navodenjem naj-
blizeg roda i razlike vrste, definiranje nabrajanjem
bitnih obiljezja pojma, induktivna definicija, gene-
tiCka definicija i konvencionalna definicija.

Definiranje navodenjem najblizeg roda odnosi se
na uvodenje pojma s pomoc¢u najblizeg roda i jed-
nog bitnog obiljezja koje pripada vrsti koja se de-
finira. Npr. najblizi rod kvadratu mogu biti i pravo-
kutnik i romb, a vrsna razlika u prvome je slucaju
“susjedne stranice jednakih su duljina” ili “dijago-
nale su okomite”, dok u drugome ona glasi “jedan
unutarnji kut je pravi”.

Definiranje se Cesto vrsi i nabrajanjem bitnih obi-
liezja pojma koja se lako uoCavaju. Npr. Sfera je
skup svih tocaka prostora koje su jednako udaljene
od jedne Cvrste tocke prostora.

2 Odredenje definicije i pravila njezina izvodenja dana su prema ovim izvorima: Mirko Jakié, Logika, Skolska knjiga, Zagreb, 1998., str.
167-169, Srecko Kovac, Logika, Hrvatska sveuciliSna naklada, Zagreb 2005., str. 135137, Zdravko Kurnik: Oblici matematickog misljenja,

Element, Zagreb, 2013., str. 18-20.
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Induktivna definicija podrazumijeva misaoni slijed
koji se oslanja na izvodenje simboli¢koga zapisa,
npr. Niz kojemu je svaki Clan jednak umnosku pret-
hodnog &lana i konstante naziva se geometrijski niz

(an = an71q>-

S pomocu opisa postanka objekta oblikuje se ge-
neti¢ka definicija (ona nije znanstvena definicija, ali
ima didaktiCku vrijednost na nizim razinama obra-
zovanija), npr. Tijelo koje nastaje rotacijorn pravokut-
nika oko jedne njegove stranice naziva se valjak.

Dogovorom uspostavljeno znacenje odredenoga
pojma ili simbola podloga je za izvodenje konven-
cionalne definicije, npr.: 0! = 1.

MatematiCko opisivanje i matemati¢ko definiranje
imaju dodirnih toCaka (usporedimo npr. geneticku
definiciju). Sve Sto je reCeno o strukturiranju de-
finicije moze se reéi i za matematicko opisivanje,
koje mora udovoljiti istome nacinu pretakanja ma-
tematiCkoga opisa u matematic¢ku terminologiju i
izrazavanju znanstvenim stilom primijenjenim u po-
lju matematike.

Vode¢i se stavom da je matematicko opisiva-
nje i definiranje visoko vrijedno znanje, koje ¢e
uéenicima pomodi u navikavanju na objektivno, jas-
no i jednoznacno izrazavanje, $to je kompetencija
prenosiva i na druga polja izvan matematike, po-
svetili smo tome vjezbu na nastavi matematike u
srednjoj Skoli.

3. Ciljevi i metode
provedene vjezbe

Izrazavanje stru¢nim i znanstvenim stilom u polju
matematike ponajviSe se prepoznaje kroz upora-
bu matemati¢ke terminologije. Medutim, ono se
ne svodi samo na termine, nego se, kao i u sva-
koj struci i znanosti, radi o specificnome nacinu
objektivnog izrazavanja koje se odlikuje disciplini-
ranim izrazavanjem, usmjerenim na postizanje jas-
noce, jednoznacnosti i svrhovitosti. Nastavnici su

opcenito navikli na takav nacin izrazavanja i njime
se dosliedno sluze na satu. Ako nastavnici pri-
mijete da u€enici ne mogu slijediti takav zgusnuti
nacin izrazavanja, ¢esto se nakratko odmicu od
njega kako bi (primjerice uz uporabu vise rijeci ili s
pomocu usporedbi koje bi retorika svrstala u ana-
loske retoricke figure) u¢enicima objasnili o ¢emu je
rijeC. Karakteristi¢no je da se nastavnici nakon to
uoCe da je cilj postignut odmah vra¢aju matema-
tickome nacinu izrazavanja, i to na nacin da ono
Sto su netom izrekli, ponove stilom koji odgova-
ra uobicajenom matemati¢kom izrazavanju. Mnogi
ucenici se matematickim izrazavanjem sluze nevolj-
ko, zanjih je taj stil ograni¢avajuc i stran. Uspjesnije
svladavaju matematicku terminologiju nego pravila
matematickoga opisa i definiranja. Drugim rijeci-
ma, ucenici lakSe prihvacaju potrebu razlikovanja
npr. termina krug i kruZnica nego $to su spremni
prepoznati da i u matemati¢kome opisivanju i defi-
niranju postoje vrijedni elementi koji takoder prido-
nose jednoznacnome izrazavanju jednako kao §to
tome pridonosi i matematic¢ka terminologija.

Ovom smo viezbom ucenike, umjesto “usputnom”
svladavanju matemati¢kog izrazavanja, izloZili nje-
govoj svjesnoj primjeni, a u okviru toga i raspravi,
tijekom koje smo kod ucenika Zeljeli osvijestiti vri-
jednost matematickog metajezika.

U vjeZbi je odabrano oblikovanje induktivne defini-
cije jer smo smatrali da ona u€enike najucinkovitije
usmjerava prema trazenoj misaonoj reakciji. Nada-
lie, ona je omogucavala i davanje upute u¢eniku ko-

ja glasi “Opisi...”", “lzreci...”, “lskazi...”,
“Objasni..." umjesto “Definiraj...”. Izbjegava-
nje upute “Definiraj...” bilo je vazno stoga §to

ucenici postupak definiranja smatraju pridrzanim
nastavniku i nevoljko se odlucuju na sudjelovanje u
izvodenju definicije. Skloni su definiciju doZivljavati
kao gotovu cjelinu koju prezentira nastavnik i koju
ucenici zatim samo preuzimaju, najcesce bez ana-
lize. Potpomognuto je to i svojevrsnim nesporazu-
mom Kkoji se odvija u okviru suvremenih zahtjeva za
razumijevanjem umjesto puke reprodukcije znanja.
Naime, u novije se doba u praksi nerijetko dogada

3 Popis i oprimjerenja naj¢e$ée upotrebljavanih definicijia u matematici dan je prema knjizi Zdravka Kurnika Oblici matematidkog misljenja,

Element, Zagreb, 2013., str. 14-17.
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da nastavnici naglasavaju u¢enicima kako moraju
“znati definiciju”, a Cesto trazenje da se ona ponovi
od rije¢i do rijeci — §to moze imati svoje opravdanje
u pravilima oblikovanja definicije — navodi u¢enika
na pogresan zaklju¢ak o “nedodirljivosti” definicije
i na potrebu da se ona nauci napamet, bez ra-
zumijevanja. Nastavnik je pritom zadovoljan kad
u odgovoru Cuje pravilno ponovljenu definiciju, ali
ucenik najcesce nije osvijestio zasto definicija ima
upravo takav oblik ili kako se do njega doslo.

Vjezba je provedena u drugom, tre¢em i Cetvrtom
razredu Gimnazije Bernardina Frankopana u Ogu-
linu, na uzorku od 105 ucenika. Podatke u drugom
razredu prikupila je lvana Brozovi¢, mag. edu. math.
et inf. U okviru obrade nastavnoga sadrzaja izveli
smo odgovaraju¢u matemati¢ku formulu, a ucenici
su zatim dobili zadatak da tu formulu (i/ili pojam)
opidu rije¢ima. Ucenicima su podijeljeni listovi pa-
pira s uputom koja je, primjerice, u Cetvrtome razre-
du glasila: “Opisi rije€ima formulu d = a,, — a,— i
objasni pojam aritmeti¢koga niza!” Analogno tome
u drugome se razredu pitanje odnosilo na definici-
je trigonometrijskih funkcija Siljastoga kuta, u tre¢im
razredima na nastavne jedinice kosinusov poucak
i povrSina trokuta, a u Cetvrtim razredima uz na-
vedeno pitanje i na definiciju geometrijskoga niza.
Za upisivanje odgovora na papir uéenici su imali 5
minuta.

Nakon toga ucenici su naglas Citali svoje prijed-
loge, koje smo zajednicki analizirali, komentirali i,
prema potrebi, mijenjali. 1zmjene su predlagali sa-
mi ucenici iznosed¢i pritom argumente. Nastavni-
kovo vodenje odvijalo se kroz postavljanje pitanja
i potpitanja o mogu¢im implikacijama koje ima tre-
nuta¢no predloZen oblik objasnjenja. Nastavnikov
pristup temeljio se na povezivanju znanja o mate-
matici i znanja o teoriji definicije. UcCenici su po-
ticani na razmatranje je li trenutacna formulacija
njihova odgovora najbolja moguca ili ima razloga
za njezinu doradu.

Dorade i kona¢no usuglasen oblik odgovora (defi-
nicije aritmeti¢kog niza) ucenici su zapisali u svoje
biljeznice, a papir na koji su zapisali prvotni indivi-
dualni prijedlog predan je nastavniku.

4. Analiza prikupljenin
odgovora

Prikupljene ucenicke odgovore analizirali smo pre-
ma godinama u¢enja matematike.

Primjeri prikupljeni od u€enika u drugome razre-
du (tema: Trigonometrijske funkcije) — odgovori na
zadatak “Opisi funkciju sinus.” (ovdje se dakako,
zeljela dobiti definicija, ali je taj termin izbjegnut
zbog ranije opisanih razloga, v. poglavlje 3.):

— "“Brojsin o jednak je koli¢niku nasuprotne katete
a i hipotenuze.”

— “Broj sin & jednak je omjeru stranice a i ¢ pra-
vokutnog trokuta.”

— “Broj sin o je trigonometrijska funkcija koja se
definira po polozaju prema kutu. | to vrijedi isto
izacosaitgo.”

Primjeri prikupljeni od ucenika u treCim razredi-
ma (teme: Kosinusov poucak i PovrSina trokuta

1
P = Eab sin y):*

— Odgovori na zadatke “Izreci kosinusov pouc¢ak.”
i “Iskazi rije¢ima formulu za povrSinu trokuta.”.

— “Kvadrat nad jednom stranicom kosokutog (sic!)
trokuta jednak je razlici zbroja kvadrata drugih
dviju stranica i dvostrukom umnosku tih dviju
stranica i kosinusa kuta nasuprot trazenoj stra-
nici.”

— “Kvadrat nad stranicom jednak je zbroju kvad-
rata drugih dviju stranica trokuta i umanjen dvo-
strukim umno$kom kosinusa kuta i tih stranica.”

— “Kvadrat nad stranicom jednak je kvadratu na-
suprotne stranice koju zbrajamo razlikom tre¢e
stranice na kvadrat i umnoskom treée stranice,
druge i cosinusom (sic!) kutom traZzene strani-
ce.”

— "PovrSina je jednaka polovici umnoska dvije
stranice i sinusa kuta izmedu te dvije stranice.”

1
— “Povrsina trokuta je jednaka umnosku o dvije

stranice i kutom izmedu te dvije stranice.”

— "Polovina umnoska dvaju (sic!) stranica i kuta
tre¢e stranice.”

4 Svi citati ostavljeni su u originalu pa u njima ima kako pravopisnih i gramatiékih, tako i struénih pogresaka.
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Primjeri prikupljeni od u¢enika u Cetvrtim razredima
(teme: AritmetiCki niz i Geometrijski niz) — odgovori
na zadatak “Opisi rije¢ima formulu d = a, — a,—
i objasni pojam aritmeti¢koga niza.”:

— “AritmetiCki niz je niz brojeva u kojemu je razlika
¢lana i njegova prethodnika konstantna.”

— "AritmetiCki niz je niz u kojem je razlika Clana i
Clana ispred njega stalna.”

— “AritmetiCki niz je slijed brojeva u kojem je svaki
sljedeci broj uvecan za neki konstantni broj.”

— “Niz je geometrijski ako je kvocijent svakog
¢lana i ¢lana prije njega, osim prvog, jednak
realan broj.”

— “Geometrijski niz je niz uzastopnih ¢lanova za
koje vrijedi da svaki sljedeci ¢lan dijeljen s pret-
hodnim ¢lanom daje jednak broj.”

Iz prikazanih primjera vidljivo je da su u priblizavanju
najprihvatljivijoj definiciji najuspjesniji ucenici Cetvr-
tih razreda, a najmanje uspjes$ni ucenici drugoga
razreda. Razlozi za to svakako leze u duZini ma-
temati¢koga obrazovanja i iskustvu s postupkom
matemati¢koga opisivanja i definiranja koje je, zasi-
gurno, potpomognuto i znanjem iz predmeta Logi-
ka, koji se poucava u drugom polugodistu trecega
razreda.

Poteskoce koje su vidljivo omele ucenike u dose-
zanju trazenih definicija mogu se razvrstati na one
uzrokovane nepoznavanjem matemati¢ke termino-
logije, nepoznavanjem metodologije izvodenja de-
finicije i nepoznavanjem strukture definicije. Za-
mjetan je i izostanak samoprovjere te je prisutna
nezainteresiranost i nekoncentriranost, Sto poka-
Zuju uCestale gramaticke pogreske u kongruenciji
reCenicnih dijelova, brkanje termina, npr. razlike i
zbroja, razlike i kvocijenta, kvocijenta i koeficijenta
() isl. Kad je rije€ o strukturi definicije, uCenici
su najcesc¢e zaboravljali navesti definiendum, nisu
uspijevali navesti bitna obiljezja u definiensu, davali
su presiroku ili dvosmislenu definiciju.

5. Odraz na uspjeh ucenika

Nakon ove vjezbe kod onoga dijela uCenika koji je
pokazao zainteresiranost za ovakav nacin rada bi-
lo je pozitivnih promjena prilikom njihovih usmenih

odgovora. Ucenici su znatno sigurnije i kompe-
tentnije objasnjavali primjenu matematicke teorije
te su se spremnije upustali u objasnjavanje ma-
temati¢kih pojmova vlastitim rijecima i tumacenje
definicija. Zamijetno su bili uspjesniji u razlucivanju
bitnoga od nebitnoga obiljezja te uo¢avaniju razli-
kovnog obiliezja promatranoga objekta u odnosu
na druge sli¢ne ili srodne objekte, Sto se moze pri-
pisati ¢injenici da se privikavanjem na definicijsko
izrazavanje uCenici usmijeravaju upravo na takav
kognitivni proces.

U jezitnome izraZzavanju pokazali su takoder bolje
snalazenje na nacin da su u svojim usmenim odgo-
vorima poceli primjenjivati samoispravljanje: vlas-
titi usmeni odgovor, ¢im su ga izrekli, pokusavali
su “doraditi” s namjerom da njihov odgovor bude
precizniji, sazetiji, jednoznacan/jednosmislen i je-
ziéno pravilan, a to su znacajke na koje smo svra-
¢ali u¢enicima pozornost tijekom opisanih viezbi.

Sve u svemu, ucenike na ovaj nacin mozemo 0s-
vijestiti 0 povezanosti matematike i jezicnoga iz-
raZzavanja jer matematika nudi vokabular koji po-
maze jednoznac¢nom imenovanju predmeta, poja-
va, radniji i relacija, iz cega ucenik shvac¢a da je ma-
tematicki opis iskoristiv i prenosiv i na druga pod-
rucja, izvan polja matematike. Takoder, kroz ovakve
se vjezbe ucenici navikavaju na pravilno izvodenje
procesa poopcavanja, procesa razlucivanja bit-
noga od nebitnoga te procesa odlucivanja o to-
me koje je obiliezje entiteta razlikovno. UEenici
stie€u i kompetencije pravilnoga izvies¢ivanja o
tim procesima. Preciznost u izrazavanju, jednoz-
naCnost/jednosmislenost zadanoga zadatka ili opi-
sa u matematici kvalitete su koje ucenik prenosi pri-
tom i u druge predmete te se na taj nacin u nastavi
matematike usvajaju ne samo matematicki sadrzaji
vec se stjece i dio generi¢kin kompetencija.
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