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Vrijednosti poucavanja
matematike, 2.dio

Philipp Legner, London, Ujedinjeno Kraljevstvo

U proslom broju MiS-a mogli ste proditati prvi dio &lanka miladog
matematiCara i programera Philippa Legnera o vrijednostima ucenja
matematike. U ovom Clanku slijedi nastavak: rasprava o vrijednosti
matematike kao discipline i o njezinoj kulturoloskoj vrijednosti.

2. Vrijednost matematike
kao discipline

MatematicCar je, poput slikara ili pjesnika, tvo-
rac uzoraka. To $to su njegovi uzorci trajniji od
njihovih, to je stoga Sto su nacinjeni od ideja.
G. H. Hardy
Uvod

Prethodno se poglavlje' bavilo u¢enjem matemati-
ke zato da bi se rjeSavali matematicki problemi, bi-
lo da su oni postavljeni u apstrakinom kontekstu ili
nastavi geografije ili prirodoslovlja, te u inzenjerstvu
ili pri vodenju osobnih financija).

Ovo ¢e se poglavlje baviti matematickim razmisljanjem

i zakljuCivanjem kao neovisnom vjestinom koja se

moze primijeniti na matematiCke zadatke, ali i na
Sirok spektar ostalih problema, Skolskih predmeta
i raznih Zivotnih situacija.

Sto je “matematicko razmigljanje”?

Tradicionalno poucCavanje matematike, zajedni¢ko
Ujedinjenom Kraljevstvu i Sjedinjenim Americkim
Drzavama, sastoji se ve¢inom od pamcéenija injeni-
caiformula, primjene odredenih postupakai algori-
tama te, u manjoj mjeri, razumijevanja nekih temelj-
nih koncepata [1, i mnogo sli¢nih izvora]. Medutim,
rijetko se dogada da ucenici moraju izvoditi mate-
matiku, primjerice, istrazuju¢i neki nepoznati prob-
lem.

U ¢lanku A Mathematician’s Lament® [2], Paul Loc-
khart to usporeduje s ucenicima glazbe koji uce
Citati i prepisivati note, a da nikad nisu ¢uli ili od-
svirali ikakvu glazbu. lli s umjetnicima koji u¢e o

Philipp Legner, magistar matematickog obrazovanija, softverski inZzenjer u Googleu, London, UK, philipp@legner . com
Naslov originala: The Value of Teaching Mathematics by Philipp Legner, February 2013.
Izvor: https://mathigon.org/downloads/value-of -mathematics.pdf

' Vidi MiS broj 97, prosinac 2018.

2 Prijevod &lanka pod naslovom Matematicareva jadikovka objavlien je u MiS-u 47, 2008. i u MiS-u 48, 2009.
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bojama, kistovima i bojenju po brojevima, a da ni-
kad nisu sami naslikali nesto novo.

Vjerujem da bi trebalo biti barem jednako vazno
naucCiti “matematicki misliti’, kao $to je vazno
nauciti aritmetiku i algebru. Medutim, prilicno je
teSko definirati matematicko razmisljanje, $to je
sazeo Seymour Papert u ¢lanku Teaching Children
to be Mathematicians vs. Teaching about Mathema-
tics [3]:

Kad netko postaje matematicar, ucili nesto
drugo i opcenitije od zadanog sadrZaja
pojedinih matematickih tema? Postoji li
uopce nesto poput matematickog nacina
razmiSljanja? MoZe li se to nauciti i pou-
Cavati? | kad se to jednom usvoji, postaje
li onda ucenje pojedinih tema (poput onih
kojima su opsjednulti elitisti i prakticari) sa-
svim jednostavno?

Papert pod elitistima smatra matematicare koji vje-
ruju da “trivijalnosti” kakve se poucavaju u S$kolama
kvare proucavanije “pravih matematickih struktura”,
dok prakticari misle da treba ugiti samo aritmeticke
vjestine potrebne u stvarnome zivotu.

U nastavku Papert daje primjer takvog matema-
tickog nacina razmisljanja, sadrzanog u program-
skom jeziku LOGO. On opisuje kako ¢e igranje s
LOGO-om dovesti djecu do matematickog razu-
mijevanja pa ¢e im uCenje tema poput algebre ili
geometrije biti mnogo lakse.

Racunalno programiranje samo je jedno sredstvo
koje bi moglo voditi k takvom matemati¢kom nacinu
razmisljanja, a svi takvi pristupi moraju imati nekoli-
ko zajednickih svojstava:

o Djeca moraju imati mogucnost istraZivanja, ispi-
tivanja i igranja, s pristupom usmijerenim prema
projektu (a ne prema problemu). To takoder
ukljuCuje debugiranje: pronalazenje propusta i
pogresaka u svojim postupcima.

e Korisno je imati fiziCki objekt o kojem treba raz-
miSljati, kao na primjer model zrakoplova kojim
upravlja rac¢unalni program. Takoder je potre-
ban precizan jezik za razmisljanje i izrazavanje
ideja.

e Djeca bi se trebala jednostavno “zaljubiti” u ide-
je i te objekte.

Papert zakljucuje primjedbom da “izbor sadrzaja,
pogotovo za mladi uzrast, treba biti prvenstveno u
funkciji prikladnosti za razvoj [tih neformalnih ma-
tematic¢kih osnova]”.

Matematika razvija snagu mozga i trenira um

Matematika je poznata po tome $to je teSka. Dok
u geografiji ili povijesti uvijek mozete napisati esej
o temama (Cak i lo§im) koje zapravo ne razumije-
te, matematika zahtijeva jasan uvid u temeljne kon-
cepte ili potrebne sadrzaje. Ne razumijete li pitanje,
gotovo je nemoguce pokusati dati rieSenje.

S druge strane, matematika nam pokazuje sto je
sve nas um sposoban uciniti. To Sto testovi in-
teligencije uvijek sadrze brojne matematicke i lo-
gicke slagalice nije slucajnost. Ucenje matematike
vjezba nas mozak na potpuno drukgiji nacin od svih
ostalih aktivnosti.

O odnosu matematike i mozga postoje brojna is-
trazivanja, koja se protezu od podrucja obrazova-
nja do neuroznanosti. Posebno zanimljiv primjer
prikazali su Blaira, Gambsonb, Thornec i Bakers
2004. godine. Oni u [4] navode kako je znacajan
porast prosjeka 1Q-a u SAD-u tijekom pro$log sto-
lieca (za oko 20 bodoval) mogao biti uzrokovan
ili barem povezan s ve¢im “spoznajnim zahtjevima
matematickog kurikuluma za mlade u€enike”. Nas-
tavak istrazivanja ove teme (u raznim podrucjima)
dat ¢e odli¢an uvid u snagu i korisnost matematike.

Vrijednost logike i dokaza

Dokaz je skup logic¢kih argumenata koji stavljaju
neku tvrdnju van svake sumnje. U Cistoj matemati-
ci, dokaz je Cesto jednako vazan kao i sam poucak
jer moze sadrzavati brojne detalje o tome zasto je
ta tvrdnja istinita i kako se to odnosi na ostala polja
matematike. Dokaz je samo jedan dio matema-
tickog misaonog procesa — i to obi¢no njegov po-
sliedniji dio. Ali upravo je dokaz to $to karakterizira
matematiku i Sto je ¢ini drukéijom od svih ostalih
znanosti: dokaz nam dopusta da budemo apso-
lutno sigumni da je neki rezultat istinit [detaljnije u
5].
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Kao $to navodi Gila Hanna u [6], vrijednost do-
kaza u nekim poljima i primjenama matematike u
novije vrijieme postaje sporna, posebice nakon pri-
hvacanja valjanosti dokaza dobivenih s pomocu
racunala (primjerice, dokaz poucka o Cetiri boje) ili
razvojem “dokaza bez znanja” i “holografskih do-
kaza”.

Sami dokazi ne moraju imati posebno veliku vaznost
u srednjoskolskom matematickom obrazovanju —
ali proces razvijanja dokaza zasigurno ima. Zah-
tijevati od ucenika da dokazu neku tvrdnju znaci
natjerati ih da misle logi¢no, da strogo ispitaju sva-
ku izjavu i da obrazloze svoja objasnjenja. Prema
Hanni [6], za matemati¢ko pouCavanje dokazi su
velika prilika, ali predstavljaju i izazovan zadatak jer
ucCenici trebaju nauditi pravila matemati¢kog argu-
mentiranja:

Predobro znamo da mnogi uceniciimaju po-
teSkoca u slijedenju logicke rasprave bilo
kakve vrste, a kamoli matematickog dokaza.
[...] Trebamo pronaéi nacine [...] i pomoci
im da savladaju vjestine i postignu potrebno
razumijevanje. Ne uspijemno li u tore, od-
ricemo se vrijednog alata za pouavanje, a
ucenicima uskracujemo pristup osnovnom
elementu matematike.

Precizan matematicki jezik

Kad piSemo o matematici ili kad dokazujemo ne-
ki poucak, kao $to je to predlozeno u prethodnoj
cjelini, vazno je upotrijebiti jasan i precizan jezik
i predstaviti ideje na logi¢an i dobro strukturiran
nacin. Treba razmotriti sve razli¢ite moguénosti i
sve potrebne podatke ili varijable.

Prema osobnom iskustvu, mislim da je ta vjestina
vrlo korisna u mnogim drugim podrucjima Zivota:
od pisanja eseja i novinarstva do drzanja govornih
prezentacija. U svim tim sluc¢ajevima informaci-
ja treba biti predstavljena na jasan i pristupacan
nacin, a to je najbolje ako se koristi logi¢ki i mate-
maticki pristup.

Naravno, tu su uklju¢ene i mnoge druge vijestine,
poput kreativnosti ili jezika, ali logi¢na struktura

3 U proglom broju MiS-a

i jezgrovita objaSnjenja zasigurno su vrlo dobar
poCetak.

Sazetak

U ovom se poglavlju raspravljalo o matemati¢kom
razmisljanju kao vjestini neovisno o prakti¢nim pri-
mjenama o kojima je bilo govora u prvom poglav-
liu>. Premda je tesko definirati matemati¢ko raz-
miSljanje, bilo je lako na¢i medij za poucavanje lo-
gickog i matemati¢kog razmisljanja: odra¢unalnog
programiranja u LOGO-u, do u€enja dokaza. Me-
dutim, kao §to je gore navedeno, to donosi mnogo
izazova.

Kroz poglavlje su navedene i neke vrijednosti ma-
tematiCkog razmisljanja. To je primjerice jaCanje
snage mozga i povecanie IQ-a te razvijanje preciz-
nijeg jezika za izrazavanje svojih mislii ideja.

Vrlo populamne slagalice i mozgalice, poput sudo-
kua ili Rubikove kocke, pokazuju da vjezbanje ma-
temati¢kog i logiCkog zakljuCivanja ne mora uopc¢e
biti suhoparno i dosadno. Bilo bi izvrsno kad bi se
sli¢na uzbudenja mogla uvesti u Skolsku matema-
tiku.

3. Kulturoloska vrijednost
matematike

Pravilno promatrana, matematika ne posjeduje
samo istinu, nego i vrhunsku liepotu — hlad-
nu i asketsku, poput ljepote skulpture, nepriv-
lacnu dijelovima naSe slabije prirode, bez ve-
licanstvene raskosi slikarstva ili glazbe, pa ipak
krajnje Cistu i sposobnu za nepokolebljivo sa-
vrenstvo kakvo samo najveéa umjetnost moZe
pokazati.

Bertrand Russell, Study of Mathematics

Pregled

Ovo je poglavlje o kulturoloskoj vrijednosti pouca-
vanja onih matematic¢kin tema koje za ogromnu
vecinu ucenika ne moraju imati nikakvu prakticnu
primjenu u zivotu. Vazno je napomenuti da to
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nije isto Sto i etnomatematika. Etnomatematika
proucava kako kultura utjeCe na matematiku i mate-
maticko poucavanije (vidi [7]), a ovo poglavlje govo-
ri o tome kako matematika podize vrijednost nasoj
kulturi.

Napominjem da su zbog prirode ove teme misljenja
i primjeri u ovom poglavlju vrlo subjektivni i osob-
ni. PokuSat ¢u istaknuti odredeni broj razlicitih gle-
dista, ali ograni¢enja ovog rada ne dopustaju mi
detaljniju raspravu.

Matematika kao jezik Svemira

Na pocetku ovog poglavlija zelim citirati uvodni
Clanak iz Daily Telegrapha (19. kolovoza 1998.) koji
se pojavljuje u [1].

Matematika je glavni klju¢ Svemira. Njezine
tajne skrivene su laicima, ali bez nje bismo
jos uvijek Zivjeli u predznanstvenom, pred-
industrijskom svijetu. Ni najobrazovaniji ljudi
nemaju dobar uvid u aritmetiku i geometriju
starih Grka, a niti jedno od njihovih nasljeda
nema direktnijeg utjecaja na nase Zivote od
ostavstine Euklida, Arhimeda ili Diofanta. A
Sto se modernih besmrtnika tice, velika otkri-
éa u fizici jednog Newtona ili Einsteina, bila
bi nemoguca da nisu bili vchunski matema-
tidari. Nase je drustvo sramotno loSe os-
posobljeno za razumijevanje matematic¢kog
uma.

Demokracija i matematika dvije su velike ostavstine
starih Grka. (Treba napomenuti da demokracija ne
bi funkcionirala bez matematike: izraCunati porez,
odrediti raspodjelu sjedala u saboru na temelju di-
rektnih i indirektih glasova.) Bez matematike ne
bi bilo nebodera, televizije, racunala, komercijal-
nih zrakoplovnih letova, svemirskih letova niti vre-
menske prognoze. Bez matematike ne bismo bili
niSta napredniji od starih Babilonaca. KulturoloSka
vrijednost i monetarno ekonomska (gospodarska)
vrijednost matematike su nemijerljive.

| §to je jo$ vaznije, zakoni prirode pisani su mate-
matiCkim jezikom: od jednadzbi opce relativnosti
koje opisuju gibanjem planeta, zvijezda i galaksi-
ja u cijelom svemiru do elektrokemijskih signala u

nasem mozgu. Sto dublje ulazite u materiju, ma-
tematika u njezinim temeljima postaje sve vidljivija,
dosezuci svoj vrhunac u kvantnoj mehanici.

Jedan je od najplemenitijin ljudskih napora razu-
mijevanje svemira u kojem zivimo, a to ne bi bilo
moguce bez matematike.

Matematika kao jezik tehnologije

Posljednjih se 50 godina na dosad neviden nadinis-
kazala sva mo¢ matematike: kroz raéunala. Danas
malo toga u zivotu radi bez racunala, od skeniranja
barkoda pri kupniji do kontrole liftova u neboderima.

Ucimo li o prostim brojevima i RSA kodiranju, stedi
¢emo povjerenje u internetsku sigurnost, a u¢imo i
o racunalnom programiranju ili mreznim protokoli-
ma, znat ¢emo zasto se racunalo srusilo i kako to
mozemo izbjeci.

Premda sve ove teme nemaju direkinu prakticnu
primjenu u svakodnevnom Zivotu, osobno sam iz-
uzetno zadovoljan §to mogu razumieti nesto sto je
U mojem Zivotu toliko vazno.

Ljepota matematike

Cisti matemati&ari poznati su po strastvenim prica-
ma o “liepoti” matematike, kao slike ili glazbenog
djela. Zanimljivu raspravu o tome napisali su Hardy
u ¢lanku A Mathematician’s Apology [8], te Bramall
i White u poglavlju 9 djela Why Learn Maths? [1].

Tesko je osporiti njihove argumente: kao $to
mozete voljeti ili ne voljeti klasi¢nu glazbu, mozete
cijeniti ili ne cijeniti ljepotu nekog dokaza ili poucka.
Ali kao i bilo koji oblik umjetnosti, matematika zas-
luzuje da bude postovana ¢ak i od strane onih koji
je ne cijene.

Sazetak

Nema sumnije u to koliko je matematika vazna u
tehnologiji i znanosti., To medutim ne znadi da
poucavanje djece o tome ima neku vrijednost. As-
pekt “ljepote” matematike time je jo$ kontroverzniji.

Osobno smatram da ogromna vaznost matematike
u nasem svijetu predstavlja dovoljan razlog da o to-
me ucimo, ¢ak i ako ne znamo izvoditi tu naprednu
matematiku — kao $to znamo za Mozarta i njegova
djela, €ak i ako ne znamo svirati njegovu glazbu.
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Christer Kiselman u [9] spominje jo$ jednu kultu-
roloSku vrijednost matematike: medunarodnost.
lako simboli i rije¢i mogu biti razli¢iti, matematicki
koncepti isti su svugdije u svijetu — “pa ¢ak i u van-
zemaljskim civilizacijama u drugim galaksijama”.
Cista matematika zaista brie granice i dopusta u
velikoj mjeri medunarodnu suradnju.

Sazetak i zakljuCak

Ovaj rad analizirao je vrijednosti poucavanja mate-
matike iz nekoliko aspekata: iz aspekta prakticne
vrijednosti u svakodnevnom zivotu, iz aspekta vri-
jednosti matematickog zakljucivanja te iz aspekta
kulturoloSke vrijednosti matematike. Naravno, ne-
moguce je kvantitativno izmjeriti te vrijednosti, a nji-
hova relativna vaznost u velikoj mjeri ovisi o osob-
nom misljenju i iskustvu Citatelja.

Nema sumnje u to da je matematika kao pred-
met neprocjenjiva, medutim vecina djece sumnja
u vrijednosti Skolskog matemati¢kog kurikuluma.

Moj je zaklju¢ak da ne bismo smijeli poucavati ma-
nje matematike, ve¢ drukciju matematiku, usredo-
to¢enu viSe na rieSavanje problema i “matemati¢ko
razmi$ljanje” ili na matematicku intuiciju u realnim
Zivotnim situacijama, a manje na pamcenije formula
i jednostavnu primjenu algoritama.

U ovom radu naveo sam i neke primjere moguc¢ih
rieSenja da se matematicki kurikulum ucini uzbud-
je brojne viadine i nevladine inicijative za promjenu
Skolske matematike. Pravo je vrijeme zarad u obra-
zovanju i za promatranje svega sto ¢e se dogadati
sliedeci niz godina.
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77+ 112+ 432 = 2019

112 + 232 + 372 = 2019

2019 je najmaniji broj koji se na 6 nacina moze prikazati kao zbroj kvadrata triju prostih brojeva:
72+ 172+ 412 = 2019

177 + 192 + 372 = 2019

132+ 132+ 412 = 2019

232+ 232+ 312 = 2019.
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