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������ � �� )�	 �	)��
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� � ��� 
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�� 
���	 �	�� 	����� ���
�	�� �	���� �����	.	
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�� ��	� �
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����	 
� �	�� 	
��F$ �� ���������

����� ����
�	 ���	���� � #C � �	 � ������
� �� �
�
�����

���� . . . $C � ��	 ������� 
� ��	)��� ���	��� � ����	����
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�	 � �	�� 	��� � �
���
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	�� ���
�� �
�	��� 
��
�� �	� �
�� B�
����� � �

����� �	��� 	
� � ��� ��� � ��� � [0,+∞〉�6 ��	.	
�
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�	��� ���� ���* B�
����� "
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	��� �	�� 	
�� �����	

�� ��.	� � ��� ��� � ��� � [0,+∞〉 ( � � 
	
	�� ���
�

�	� �
�
���	�����	 �	 � � ���	
� �	�� 	����� ���
�	�� �	�

���� ���� � � ������
	 ������ �� ��)��* �� �
�
���* ������ �

���
�	� 
� � �� �	 � � ��� )�� �� 
�� �	�
�	�� �	�� ���	
�

���� ���� �
�	��� 
��
� �	� �
� B�
������  � � � ����	�

���� �	>
����	 ���	.	
�� �
�	��� �� "� �	�� ��� �

�
���� m · (b − a) ���M · (b − a)� � ����	� � ��

m�M � �
�� �� �� � ���� �� "��$	�	 ������	�	(

B�
����� ��* ����	�
����
� �	�� 	
�� [a, b]� �	 �	�

�� 	����� �	 �
�	�� �	�� ���	 �� 
���� �� m · (b − a) ���

M · (b − a) �� � #� ������
� �� �� � 
�* ��� �� � 
�* � �� �

�����
��� $(� � ��� �����	 �	 � ��
�	� #
	�� ���
	 � ��

�����
	$�� �
�
���� ���� ���	.	
��� ��� B�� B�
����

�	 �����	 � � �	�� �	
�� � �� ���� � � ��� � �-� ��	���	
�

�� ������� ��� � �	� � ������� ��� � � ������
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�
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���� "�� � ����	� 
	
	�� ���
��� �	� �
��� 
���� ( ��

����	�
�������	.	
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�	��� �� "���� � ���	 
����
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���(�

D � ���
� �
�� ����� � �"
� ���	�� )�	( ���	.��� ����	�
���

���	.	
��� �
�	��� �� ��� �� 
� ���	�� ���� ���
� �� ��

� ������
� �� �
�
���� ���� �! �� ��	 �� ���
� �
	 � ����

�� � 	 � ��� � �� �� ����� � ����
�@ � ���� 	 � �	� ��

��	��� � ���� �
����� �	 
� 
� �	�	
� �
�	�� �	�� ����


���
� �� �����������	
�	�,
�� ���� �	 � ��� �	�	
�

���� �
����� �	 �� ���� ���� �	� �
� B�
����� f �
�	�

��� 
��
� 
� �	�� 	
�� [a, b] � ������
� �� �
�
�����

���� �� 	.	
��� �������� � � y = f (x)�y = 0�x = a
�x = b � ���	 ���� ���
� ��� �	� � B��� ���3

P =

b∫
a

| f (x)| dx (1)

2��	�	)����� ���
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�	�� �	�� �������	.	
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�	 � ������ �� �� �
�
����� ���� "� � � �( � ��
���
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�
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� �
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���� �
��	 ���� ���
� ��� ��

�	 � ��� � ��� � ������ ����� � ��
���
� �� ����
� �� "���

�
�	����� 
�	� � � �� ���� 
��y(�,
�� ���� ��	
� �� ��

����������	
�	 �� �
� ��
�� �� ���� �	 � ��� � �
� ����

��G� ������ ��� ���	 � ������ ����� � ��
��� 
� � �� ��

������
� �
� ���� � �	� �� �� ��� 
	�� 
� �� ����
���

�� ���� 
�� �
�	��� ���	�

@ � � ����	���� �������� � ���� �� �� ��� � ���	� �

�	 ��� ������� ���
� �� 
�	 � ������
	 �� �
�
����� ����

�� 	.	
��� �������� � � y = g(x)�y = f (x)�x = a
�x = b�� ����	� � �� � �� ��x ∈ [a, b] ����	��
	�	��

� ��� �g(x) ≤ f (x)�C � �	 � ������
� �	�
� �� 3

P =

b∫
a

(f (x) − g(x)) dx (2)

! ���� �	 ������ �� � 	��������� ��� �	�	
� ���� �
�

�
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�������	
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� ���� 
	 ������ 
�	�

���� � ������ �� � � �� �����
�� ������
� �
�� ����

�� �� � �� �
�
�"�� �� �	��� � �� ���� � ������	���� � �� 
��	

� � �� 	
���� �������
� �	>
��� 
�� 
	�� ���
��

� ������
�� H( ��� B��� ��� "/( � ���	
��� ��� �� �

� � � ����� �
����3#�������
� �	 �	�
� �� �
�	��� �� �� ��

���	 �	)�	 �� � 
�	 B�
����	$������� ��	
� ���������

�	��
�� � �	�� �� �� ��	 g(x) ≤ f (x)�� ���
�	��� �
�
B�
����� � "/( 
	
	�� ���
� 
� �	�� 	
�� [a, b]�� �
� ������� �� ���
� 
�� � ������
	 � � �� �)�� B��� ��	 "/(


��	 � ���	

� ����������
� � � � � ����
	 ����	�
�����

7���	 �	 ��������� �	 B��� ��� "�( �� ��.	� ��
���

�� � � ����	���� B��� ��	"/(�@ � �� 	��� B�
����� g �����

�!- �	
�>; ,�
���� � �,����� ��� � !>�
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���� �	 ����	�
����
	�� ���
	� ���� � � � �� � B�
����

�� f ��
��� 
�
� B�
����� f (x) = 0� 2� �� ����	��

g(x) ≤ f (x)�� � �	� � "/( � ������
� �	 �	�
� �� 3

P=

b∫
a

(0−g(x)) dx=

b∫
a

−g(x) dx=

b∫
a

|g(x)| dx.

����	 
	����� ���	�� � � � ��� �	
� � ����� � � ����



� 
	������ ��� ���
�* � ��� �	�� �� ��	
� � �� �
	��	��
	�


� ����� � ��
��
	 � ��� ��	 � ��� � ����� � ��

� ������ � �� ����� ����

� ����� � � �����

D � ���
� �
�� ����� � ����
 � ��� � �� � ����#������2

�� ���
� �
	 � ����� � 	
� � ��	
�	
	 � �
� �� ���	 ���� 
��

��� B��� � � �	� � ������* B�
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�����
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����� �� 
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�� "	�� � �����
�� (�

� � �� � 	�� �� ��� �� ��� �
�� �
����� C � ��.	�� � ���

��� � �� ���)���	 ����� 
�	 
����� ����� �� ��� 
�	
�
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��� � �	 
� �������� � 
	��� ������� �� �� B��� ���	

��
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� ������ �	
�	 � ����� � � ���
��
� �� �� �

�� 
�	 � �� ���� B�
����� �������
� �	 � ��
� �� ����
�� ��

�� ���� � 	 � ��� �	
���	�72 IJ�	���D � � �72 IJ�	�

�� ����	
�����	 ���	��� � ���	�� � �	�
���� ���� ����

�
�� ���� 
�� � � � � 	 � ���	 � � � ��� ���� � ��	
���

�� �
�� �	 
� � �� �
	 ��	��
	 � ��� ���
�� � ��� �	
� �

� � ���	.	
��� �
�	��� �� �� � �� � ���	

� �
B��� � �

������ � �	��
� 
�	�2� � ��� � � � ��� �	�	
�� ���� �
��

���� �	)��
� ����	
� �� ������
	 ������
�* �������


� C	*
������ �	�	�������� �� � ,� ��	
� � � �� ���� 
	�

� � "������
�( �� ��� �� �� � �� ��������� � ����� � � ���

�	����� � �
����� ��	
���� �
�� �	 ��� ���
�* � ��� �	
�

���	.	
��� �
�	��� �� �� � ������� � 
� �	�� 	����
#

��	�������� � �	 �� �� � 	����������� 
�� 
�� ���
� �
�

� ����� � � ���	� � �� �� ��� ��� 
��� � ���	

� �
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	��
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��	��� ���	�� ��� �� �

)�	� � 
� ��
��	�
�� � ��� �	��� � � ���	�	)����������

����� !�* � ���
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�	����
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 � 
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��
	����
�
�
� �(
 �� � � � 
 ����
� ����
 �
���
 ��	 �� ���
	���M� �� 
 	� �
 �	� ����	������ �
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6 �� 
�� 
�� ��� �	��� ��� �	� ��	
��� � �	� � � ��� �	��� �

�� ���������+��D � ����
�	�� �� 
�� � ��	)�� 
�� �� � 	�

�� �	�� �� �
� ����� � ��� ��� �� ��� �� ��	�� � �� 
�	 �G���

��� �
���	����� ������	�
� � �� ��� �� ��	�� � �� 
�� � �	�

� ��� �� � � ����� �	����

������� �� ���� ���
� ��	 � ������
� �� �
�
����� ����

�� 	.	
��� ��������� y = 1 − x2 ����� � � ��� � �

%���������� ���������3P =
4
3
����	��

!�������� � ��	�&�� ���
��	� ����
3 6 ������ �

� ����� � ����
� ������
	� � ��� �� Ins 
� ��� ����


����-�
��� � � ���� ���� ������� � ���� �� 

� �����/�

����� ��G��� �
�� ��
���	 �� ��
� 1������� � 
 	
�	� � � �
���

 ���
	� � � ��� 	� � � �� �� 
� �� �����
�� 
	� �� �	�
�

� ���� �
� �� �� � f(x)=�!��� �� � �31-xK2�2�	 ���
�� �	 � �� �����
��	 ���� ��� � 
	� ��� ��	
�	
�� � ����

��� ����
	� � 
� U redu�-�
��� � � ����� ��

����� "�K 	������ y = 1 − x2

����� ����
	� � ���	��� ��� ��� � ��� � 
� ��
��
��

IzraΥcun� � � � � � �� ��)�	� ��
��
��� ��� 
	�	� �

�� ���� Krem�3 ! ��
�	� ���	��� ���� �� �
��� � ���

���� � ��� �����	 �	 ���� ���� ������� �� �
�� � ���	

�*

� ��� �� �� "����	������� +(�
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−
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sin y dy =
 − 2

2
����	��

!�������� � ��	�&�� ���
��	� ����
3  ������� y =
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x = 1,

y = arc sin x
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=⇒

x = 1,

y = arc sin 1 =

2
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1,


2

)
.

! � ��� �
�� � �� �� ��� � � � ����� � � � �	�� �� �� ���� �	

�� �	 
	�� ���
� �� ���� 
�� ��
� ��	
� ������ x "�� ��

�	 ��
� �� ���� � � ��� � � ���	 � ��� ��	
����� �� ��

�� �� 
��	 ��
� ��	
� �� � �
	�� ���
� �� ���� 
�� �

�� �� ��� �����	 ��	�� � �� (� ,
�� ���� ����
 �� ��

��)���	 �
�	����� 
�	 �� ��������� � �	� � �� ���� 
��x�,� �
��������	� � �� �	 ��� ��	
� � ������
� �	�
� �� 3

P =

1∫
0

arc sin x dx.
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≈ 0.5707963.
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y = t.
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f 2(t) · f ′
1(t) dt. (3)

! � ��� �	�� + �� f 1(t) =
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t ·
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6 ·  ≈ 18.84955592.
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