IlilS)

Primjena racunalnoga
programa Graph

U poucavanju primjene integralnoga racuna

Bojan Kovadi¢, Zagreb

U radu se izlazu vlastita nastavna iskustva autora u primjeni racunalnoga programa Graph u
obradi nastavne cjeline Primjena odredenoga integrala na racunanje povrsina ravninskih likova
u sastavu matematickih predmeta na stru¢nim studijima Tehni¢koga veleuciliSta u Zagrebu.
Navode se neki problemi uoceni u obradi navedene nastavne cjeline. Potom se na metodicki
odabranim primjerima detaljno opisuje postupak odredivanja povrsine nekih ravninskih likova s
pomocu programa Graph, pa se zakljuuje da bi u nastavnoj praksi bilo optimalno kombinirati
analiticko rje$avanie i rie$avanje s pomoc¢u programa Graph.!

Uvod

U nastavi matematic¢kih predmeta na 1. godini
struénih studija TehniCkoga veleucilista u Zagre-
bu predvidena je obrada nastavne cjeline Primjena
odredenoga integrala na racunanje povrsina ravnin-
skih likova. Ta nastavna cjelina zamisljena je kao
pokazatelj tipicne primjene integralnoga racuna re-

alne funkcije jedne realne varijable. U okviru te
cjeline rjeSavaju se razliciti zadatci koji se odno-
se na ravninske likove omedene krivuljama Cije su
jednadZbe zadane u eksplicitnom, implicithom ili
parametarskom obliku.

Sluzbenim nastavnim planom navedenih mate-
matickih predmeta predvideno je iskljucivo ana-
liticko rjeSavanje navedenih zadataka, odnosno

Mr. sc. Bojan Kovacic, visi predava¢, Tehnicko veleuciliSte u Zagrebu, bojan.kovacic@tvz.hr

! Rad je prezentiran na 8. kongresu nastavnika matematike Republike Hrvatske u okviru sekcije za visoko $kolstvo.
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rieSavanje bez koriStenja racunalnih programa.
Zbog prirode zadatka, uz svaki zadatak potrebno
je nacrtati ili barem skicirati odgovaraju¢e ravnin-
ske krivulje. U svrhu izrade tih krivulja, odnosno
ravninskih likova, kao pogodan metodicki racunalni
program odabran je program Graph.

Problem interpretiranja
odredenoga integrala
kao povrSine

Na temelju iskustava s nastave i usmenih ispita,
tvrdimo da ¢e vec¢ina studenata na pitanje “Ka-
ko biste geometrijski interpretirali odredeni integ-
ral realne funkcije na segmentu?” dati odgovor
koji pocinje rije¢ima “To je povr§ina ravninskoga
lika. .. " Taj je odgovor najve¢im dijelom posljedica
primjene raCunanja odredenih integrala u drugim
predmetima (fizika, osnove elektrotehnike). U tim
se predmetima obic¢no promatraju procesi modeli-
rani nenegativnim integrabilnim realnim funkcijama
¢ijaje domena podskup skupa [0, +0c) . Odredeni
integrali takvih funkcija (na nekom segmentu koji je
takoder podskup skupa [0, +00) ) su nenegativni
realni brojevi koje je smisleno geometrijski interpre-
tirati kao povrS§ine odgovarajucih ravninskih likova.

Problem nastaje u poop¢avaniju te interpretacije na
bilo koju integrabilnu realnu funkciju. Kao poslje-
dica definicije odredenog integrala (preko suma
oblika m - (b — a) i M - (b — a), pri ¢emu su
m, M minimum i maksimum (infimum i supremurm)
funkcijskih vrijednosti na segmentu [a, b], te ge-
ometrijske interpretacije umnozaka m - (b — a) ili
M - (b — a) kao “povr$ina upisanih i opisanih pra-
vokutnika”), pojavljuje se problem “negativne po-
vrSine” ravninskog lika odredenoga grafom funkci-
je koji je smijesten ispod osi apscisa. Dakle, treba
razlikovati matematicki pojam povrsine ravninskog
lika (kao uvijek nenegativnoga realnoga broja) od
vrijednosti odredenog integrala (koja moze biti i ne-
gativan broj).

Racunalni programi (najéesc¢e) odreduju vrijednost
odredenoga integrala, iako navode da izraCunavaju

povrSinu ravninskog lika. U takve raunalne prog-
rame pripada i program Graph. Na ovome mjestu
zelimo istaknuti da je na navedenu interpretaciju
nuzno upozoriti studente. Zbog toga je primjereno
istaknuti da se za bilo koju realnu funkciju f inte-
grabilnu na segmentu [a, b] povrsina ravninskoga
lika omedenoga krivuljamay = f (x),y =0,x =a
i x = b moze izracunati prema formuli:

b
Pz/vuwu )

Sljededi tipicni problem u interpretaciji odredenoga
integrala kao povrsine ravninskoga lika jest proma-
tranje polozaja ravninskoga lika (samo) u odnosu
na os apscisa. Mnoge povrsine ravninskih likova
mogu se znatno brze i jednostavnije izraCunati ako
se promatra polozaj lika u odnosu na os ordinata (t].
integriranjem po varijabli y). Zbog toga treba upo-
zoriti studente da, nakon $to izrade pripadnu sli-
ku/skicu, promotre poloZaj lika u odnosu na svaku
koordinatnu os, pa tek tada odaberu najpogodniju
varijablu integracije.

Naposljetku, izdvojimo i tip zadatka u kojemu
se trazi izraCunavanje povrSine ravninskoga lika
omedenoga krivuliamay = g(x), y =f(x),x = a
i x = b, pri ¢emu za svaki x € [a, b] vrijedi nejed-
nakost g(x) < f(x). Ta je povrsina jednaka:

P:/vuw«u»w 2

U ovom je slucaju metodicki primjereno dodatno
objasniti studentima da povrsina lika ne ovisi o nje-
govu polozaju u pravokutnom koordinatnom sus-
tavu u ravnini (Sto je, zapravo, u proturje¢ju s ranije
spomenutom dogovorno definiranom negativnom
povr§inom!) i da formulu (2) studenti mogu za-
pamtiti u obliku: “PovrSina je jednaka integralu raz-
like vece i manje funkcije”. Pritom treba uoditi da
je, zbog pretpostavke g(x) < f(x), podintegralna
funkcija u (2) nenegativna na segmentu [a, b], pa
prilikom raCunanja povrsine s pomocu formule (2)
nije potrebno koristiti znak apsolutne vrijednosti.

Moze se uociti da se formula (1) takoder dobiva
kao posljedica formule (2). Naime, za funkciju g Ciji
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je graf smjesten ispod osi apscisa, tj. Cije su funk-
cijske vrijednosti negativne, uzimamo kao funkci-
ju f konstantnu funkciju f (x) = 0. Sada vrijedi
g(x) <f(x), aprema (2) povrsina je jednaka:

b b

P= / (0—g(x)) dx= / —g(x) dx= /b |g(x)| dx.

a a

Prije negoli pogledamo primjenu programa Graph
na nekoliko tipi¢nih primjera iz ove nastavne cjeline,
navodimo osnovne podatke o tom programu.

Osnovno o racunalnom
programu Graph

Racunalni program Graph pripada u open-source?
racunalne programe namijenjene ponajprije crtanju
grafova matematickih funkcija u pravokutnom ko-
ordinatnom sustavu u ravnini. Pravila tih funkcija
mogu biti zadana u standardnom (eksplicitnom),
parametarskom i polarnom obliku. Takoder, pro-
gram omogucuje i crtanje nizova toCaka, tangen-
te i normale na krivulju u nekoj tocki, srafura koje

# o
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oznacavaju ravninske likove itd. Zainteresiranoga
Citatelja upucujemo na [2]. Najnovija verzija pro-
grama besplatno je dostupna na mreznoj stranici
http://www.padowan.dk/download/.

Za uspjesno koristenje programa, odnosno zada-
vanje pravila funkcija, dovoljno je poznavati sintak-
su koja se primjenjuje u MS Excelu. Rad u MS Exce-
lu studenti uce tijekom svojega srednjoskolskoga
obrazovanja, pa se moze smatrati da u trenut-
ku obrade nastavne cjeline o tipi¢nim primjena-
ma odredenoga integrala imaju potrebno informa-
ticko predznanje. Smatramo primjerenim istaknu-
ti da vecina studenata 1. godine stru¢nih studija
na Tehnickom veleucilistu u Zagrebu u pravilu ne-
ma (dovoljno) iskustava s razli¢itim programskim
jezicima, niti do trenutka obrade tipi¢nih primjena
odredenoga integrala ima odslu$an predmet Prog-
ramiranje, pa je zato metodicki odabran ra¢unalni
program u kojemu ta iskustva nisu potrebna.

Radni prozor programa Graph prikazan je na slici
1. Kako koristiti pojedine izbornike i opcije, pokazat
¢emo na konkretnim primjerima u sljede¢oj tocki.

PV RTEYT

Slika 1. Radni prozor programa Graph

2 Sintagma open-source oznatava cijeli skup metoda koje se koriste u razvoju ratunalnih aplikacija, pri éemu su cijeli proces razvoja i
njegovi rezultati dostupni javnosti bez posebnih ograni¢enja. U nas se ta sintagma ¢esto (pogresno!) prevodi kao aplikacija s otvorenim
kodom. To je samo djelomi¢no to¢no jer je izvorni k6d zapravo krajnji rezultat procesa razvoja aplikacije.
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Primjeri primjene
programa Graph

Odabrani primjeri pripremljeni su prema primjerima
iz [1], [3] i [4]. Radi izbjegavanja povecanja opse-
ga teksta, navodimo kratku uputu za rjeSavanje i/ili
krajnji rezultat. Provedbu postupka rieSavanja pre-
pustamo Citatelju.

Primjer 1. IzraCunajte povrSinu ravninskoga lika
omedenoga krivuliom y = 1 — x? i osi apscisa.

4
Analiticko rjieSenje: P = 3 kv. jed.
Rjesenje s pomocu programa Graph: Otvorimo

program Graph. Pritisnemo tipku Ins na tipkov-
nici. Dobivamo dijalo$ki okvir prikazan na slici 2.

Unos funkcije X |

Tip funkeile | Standardni oblik:  y=f(x) v
Unos jednadibe funkcije
ft)= |

Raspon argumenta
o | o | Komo:| ]

Oznaka krajnje tocke

. —

Tekst legende
Upis: | |

o —

Izgled grafa

Stillinje Tip lnje: | Automatsko v/
o Daes: 2
[ cten | [ pomt

Slika 2. Dijaloski okvir za unos funkcije u programu Graph

Kliknemo miSem u prazan pravokutnik neposredno
pokraj natpisa f (x)=. Utipkamo: 1-x 2. Sve os-
tale pravokutnike ostavimo nepromijenjenima. Po-
tom kliknemo naU redu. Dobivamo sliku 3.

/ \

/ \

Slika 3. Krivuljay = 1 — x

2

Potom kliknemo lijevom tipkom misa na izbornik
Izra¥un, pa u padaju¢em izborniku odaberemo
opciju Krem.” U donjem lijevom kutu radnoga pro-
zora pojavljuje se dijalo$ki okvir za unos potrebnih
podataka (vidjeti sliku 4).

.......................... [x]
od: | =
Do: | S

Slika 4. Dijaloski okvir za unos granica
integracije u programu Graph

S pomocu slike 3 zaklju¢ujemo da je trazena po-
vr§ina jednaka:

P:/(l—xz)dx.

Kliknemo miSem u pravokutnik neposredno pokraj
natpisa 0d:. Donja granica integracije jednaka je
—1, pa u taj pravokutnik upisujemo —1. Potom
kliknemo misem u pravokutnik neposredno pokraj
natpisa Do:. Gornja granica integracije jednaka
je 1, pa u taj pravokutnik upisujemo 1. Nakon
§to upiSemo 1 u pravokutniku neposredno pok-
raj natpisa Krem: pojavljuje se traZzena povrsina
izratunana s to¢noscéu od: 10~*: 1.3333. Istovre-
meno je osjencan i ravninski lik ¢iju smo povrSinu
izraCunali (vidjeti sliku 5).

3 U engleskoj verziji programa ova je opcija (ispravno) nazvana Area. Za o&ekivati je pobolj$anje hrvatskoga prijevoda. Svi odredeni integrali
se, inace, radunaju primjenom Gauss-Kronrodove kvadraturne formule s ukupno 21 ¢vorom. Za detalje o ovoj metodi vidjeti npr. [5].
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Napomenimo da program Graph ispisuje vrijednos-
ti u obliku decimalnih brojeva zaokruzenih na Cetiri
decimalna mjesta (4. s todnodéu od 104,

Primjer 2. IzraCunajte povrSinu lika koji zatvaraju
krivulia y = x> — 4 - x + 3 i os apscisa.

4
Analiticko riesenje: P = 3 kv. jed.

Rjesenje s pomocu programa Graph: Provedemo
postupak analogan onom iz primjera 1. U pravo-
kutnik neposredno pokraj natpisa f (x) = upiSemo:
x "~ 2-4x+3. UoCimo da je trazena povrsina jedna-
ka:

&

Ouctds Ureganie Fonkcie Povetnie ttun Pomod
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Slika 5. Rjesenje primjera 1

3
P:/|x274~x+3\dx.
1

Donja granica integracije jednaka je 1, a gornja 3.
Naposljetku dobivamo sliku 6.

Iz pravokutnika pored natpisa Krem: ocitamo:
—1.3333. Negativan predznak dobivenoga rezul-
tata smo mogli i oCekivati jer se osjencani ravninski
lik nalazi ispod osi apscisa, pa Graph dogovorno
pretpostavlja da je povrsina toga lika negativna.

Napomena 1. Za razliku od npr. MS Excela,
Graph dozvoljava izostavljanje znaka * koji oz-

Slika 6. RjeSenje primjera 2

IlilS)
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nac¢ava mnozenje realnih brojeva. Zbogtogasmou
primjeru 2 jednadzbu krivulje mogli zadati ne koris-
teCi taj znak. Dakako, i unos x ~ 2-4*x+3 takoder
bi bio ispravan.

Primjer 3. IzraCunajte povrSinu ravninskoga lika
omedenoga krivuljama y = arc sinx, x = 1 i obje-
ma koordinatnim osima.

Analiticko rjesenje: Primijetimo da se trazena po-
vr§ina brze i jednostavnije izratuna ako se za vari-
jablu integracije odabere varijabla y. U tom sluc¢aju
je:

4
P= sinydy =

kv. jed.

SRS

o \
[SIE]

Rjesenje s pomodu programa Graph: Krivuljuy =
arc sin x nacrtamo koristeci postupak opisan u pri-
mjeru 1. Podsjetimo da se ta funkcija zadaje s
pomoc¢u ugradene funkcije asin, pa u pravokutnik
pored natpisa f (x) = treba upisati asin (x).

Pravac x = 1 nacrtamo koriste¢i se parametarskim
oblikom jednadzbe toga pravca:

x =1,
y=t.

Pritisnemo tipku Ins, pa u padaju¢em izborniku
pored natpisa Tip funkcije: odaberemo opci-
juParametarski oblik x(t), y(t):. Upra-

1 1 1 1
_|Unos funkeije X

Tofurkcie Paametarsid obik:  x8).y8) v

1 xbe [‘ ] B

v [t ]
Raspon arguments
1 e Jm ] mes[]

Oznska krayje todke
Y]t

Tekstlegende
e [ ]

| lgedonds H-

Sﬁnh Tplnje: Atomatsko v

oo [ Oy 2 ]2
v | [Pt
I L

T
Slika 7. Unos podataka za crtanje pravca x = 1

vokutnik pored natpisa x(t) : upiSemo 1. U pra-
vokutnik pored natpisa y (t) : upiSemo t. Ostale
pravokutnike ostavimo nepromijenjene (vidjeti sli-
ku 7).

Dobivamo sliku 8.

fomaint)
x(tml. y0m

Slika 8. Prikaz krivulja y = arcsinxix = 1.

Toc¢ne koordinate sjeciSta pravca x = 1 i krivulje
y = arc sin x vrlo lagano odredimo analiticki:

x=1 x=1
. = . n
yzarcsmx} y=arcsinl = 5
n
== S= (1, —).
2

U polaznim postavkama programa pretpostavlja se
da je nezavisna varijabla oznacena slovom x (iako
se oznaka osi apscisa moze promijeniti tako da
ta os bude oznacena kao i nezavisna varijabla u
zadatku koji se riesava). Zbog toga Graph omo-
gucuje integriranje isklju¢ivo prema varijabli x. Za-
kljuGujemo da je trazena povrsina jednaka:

1
P:/arcsinxdx.
0

Misem Kkliknemo na natpis f (x)=asin(x) u gor-
njem lijevom dijelu radnoga prozora. Na taj nacin
oznac¢imo funkciju koja ¢e nam biti podintegralna
funkcija. Postupkom opisanim u primjeru 1 (donja

broj 98 / godina 20. / veljaca 2019.
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granica integracije je 0, a gornja 1) dobivamo da
je traZzena povrsina jednaka 0.5708 kv. jed. (vidjeti
sliku 9).

Lako se provijeri da vrijedi:

T2 05707963,

Primjer 4. IzraCunajte povrsinu ravninskoga lika
omedenoga krivuljom y> = 9 - x i pravcem x = 4.

Analiti¢ko rjesenje: 1 u ovom je slu€aju trazenu po-
vr§inu moguce brZe i jednostavnije izracunati inte-
griranjem po varijabli y:

6y2
p:12.4_/§dy:32kv.jed.
-6

Rjesenje s pomocu programa Graph:. Graph ne-
ma opciju crtanja ravninskih krivulja zadanih u im-
plicitnom obliku ili u obliku x = f(y). U takvim
slu¢ajevima najjednostavnije je napisati jednadzbu
krivulie u parametarskom obliku (tj. parametrizi-
rati krivulju). U ovom slucaju jednadzba krivulje
y* = 9 - x zapisana u parametarskom obliku glasi:

Slika 9. Rjesenje primjera 3

Postupkom opisanim u rjeSenju primjera 3 (crta-
nje pravca x = 4) nacrtamo obje zadane krivulje.
Dobivamo sliku 10.

Slika 10. Krivulje y2 = 9xix = 4

UoCavamo da se zadane krivulje sijeku u to¢kama
¢ije sukoordinate (4, 6) i (4, —6). Kliknemo misem
na izbornik Izra®un, odaberemo opciju Krem, pa
u pravokutnik pokraj natpisa 0d: upiSemo —6, a
u pravokutnik pokraj natpisa Do: upiSemo 6. U
pravokutniku pored natpisa Krem: ispisat e se:
32 (vidjeti sliku 11).

Napomena 2. Podsjetimo da se povrsina lika
- x=f1(1),

omedenoga krivuljom zat € |a, b,

g J y=F(t), [ ]

IlilS)
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i osi apscisa racuna prema formuli:

b
P / Fo0) -£1(0) dr. 3)
a tz
U primjeru 4 su fi(r) = 0] i f2(t) = t, pa
uvrstavanjem u (3) slijedi:

6 , 6
? 2 5
P=/t~<§) dt:§-/t dt = 32 kv. jed.

—6 —6

Primjer 5. Izracunajte povrSinu ravninskoga lika
omedenoga krivuliom r = 2 - (1 — cos @), za
0 <l0,2- 7

Analiticko rjesenje: Trazena povrSina je jednaka
2-m

(1
P E-rzd(p
T

(3—4-cos@p+cos(2-9))do

]
y

0
=6- mkv. jed.

Rjesenje s pomoc¢u programa Graph: Na ovom
¢emo primjeru pokazati kako se moze odrediti po-
vr§ina ravninskoga lika omedenoga krivuljom Cija je
jednadzba zapisana u polarnom obliku. Pritisnemo

Slika 11. Rjesenje primjera 4

tipku Ins, pa u padajuc¢em izborniku pokraj natpi-
sa Tip funkcije: odaberemo opciju Polarni
oblik r=f(t). Potom u pravokutnik pokraj nat-
pisa r (t)=upiSemo: 2(1-cos(t)). U pravokut-
nik pored natpisa 0d: upiSemo 0, a u pravokutnik
pokraj natpisa Do : upiSemo 2pi (vidjeti sliku 12).

|Unos funkeije X1

Tofurkole Polami cbik: r8) N

Unos jednadbe furkcie
1 e [21eest) ]

Raspon aguments
oo ] o[

] !5«»:[1000 ]

Onaka keapye todke

poer: 1] L —

Tektlegende
e | ]

1 gedods

Sive (=] Toee: Adamao

B e I 5
Ot | [ ot

Slika 12. Unos podataka u primjeru 5

Dobivamo sliku 13.

Potom kliknemo na izbornik Izra®un, odabere-
mo opciju Krem, pa u pravokutnik pokraj natpisa
0d: upisemo 0, a u pravokutnik pokraj natpisa Do :
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Slika 13. Kardioida r = 2(1 — cos @)

upisemo 2pi. U pravokutniku pokraj natpisa Krem:
ispisuje se 18.8496.

Napomena 3. Lako se provjeri da vrijedi:
6 -1~ 18.84955592.

Na temelju vlastita nastavna iskustva tvrdimo da je
u nastavnom procesu optimalno kombinirati ana-
liticku metodu i rieSavanje s pomocu programa
Graph. To se posebno odnosi na zadatke u kojima
se odreduje povrsina lika omedenoga krivuljama
y=gx),y=/f(x),x =aix = b, pri temu za
svakix € [a, b] vrijedi nejednakost g(x) < f(x). U
duhu poslovice da “dobra slika vrijedi tisu¢u rijeci”,
u tim se slu¢ajevima moze zakljuciti da “dobra sli-
ka predstavlja (barem) polovicu rieSenja zadatka”.
Naime, iz slike se vrlo jasno moZe vidjeti odnos
funkcija f i g, a nerijetko se mogu to¢no odrediti
obje granice segmenta [a, b] jer su u znatnom di-
jelu zadataka te granice cijeli brojevi. Time se ne
skracuje bitno samo postupak rieSavanija zadatka,
nego se zornije moze predoditi lik ¢ija se povrsina
racuna.

Nazalost, veliCine nastavnih grupa na auditornim
vjezbama su uglavnom takve da ne omogucuju sa-
mostalan rad studenata na ra¢unalima, odnosno
kombiniranje opisanih metoda. Zbog toga se ko-
ristenje Grapha uglavnom svodi na samostalan rad
studenata uz eventualnu pomo¢ nastavnika na in-
dividualnim ili grupnim konzultacijama. lIpak, na-
damo se da ¢e znatno vece ulaganje u znanost i
visoko obrazovanje zajedno s pokretanjem postup-
ka cjelovite kurikularme reforme u dogledno vrije-
me omoguciti implementaciju kombinacije opisa-
nih metoda, a time i poboljSanje kvalitete nastave
matematickih predmeta na nasim veleudiliStima i
samostalnim visokim Skolama.

ZakljuCak

Kao pomagala u nastavi matematickin predmeta
na veleucilistima i samostalnim visokim Skolama
sve se viSe koriste razli¢iti racunalni programi.
Zbog vrlo razlititoga informatickoga predznanja
studenata, te programe treba odabrati tako da
budu metodicki pogodni i da ih ve¢ina studena-
ta/korisnika brzo i jednostavno nauci koristiti. Je-
dan od takvih programa je i Graph. U radu je opi-
sana primjena toga programa u obradi nastavne
cjeline Primjena odredenoga integrala na raGunanje
povrsine ravninskih likova.

Medutim, postoje i druge moguce primjene is-
toga programa o kojima u ovom radu nije bilo
rije€i (npr. izraCunavanje duljine ravninske krivulje
iznad nekoga segmenta, odredivanje jednadzbe
tangente i jednadzbe normale povucene na neku
ravninsku krivulju itd.). Uvjereni smo da bi prim-
jena takvih raCunalnih programa u nastavi mate-
matiCkih predmeta pozitivno doprinijela ne samo
poboljSanju kvalitete nastave, nego i poveéanju in-
teresa studenata za ucenje matematike, te boljem
razumijevanju matematickih problema i nacina nji-
hova rieSavanja. RjeSavanje neke klase problema
na medusobno razli¢ite nacine, usporedba postu-
paka rjeSavanja i kvalitetna analiza dobivenih re-
zultata korisni su ne samo u matematici, nego i u
brojnim drugim Zivotnim podrucjima.
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