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Matematicki tepisi

Branimir Dakic, Zagreb

U svakom ucenju, pa tako i u¢enju matematike, mo-
tivacija je jedan od vrlo bitnih &imbenika i pretpos-
tavki uspjeha. Cime je pobuditi? Kako je postici?
Odgovori na ovakva pitanja ovise prije svega 0 uz-
rastu ucenika. Na nizim uzrastima motivaciji e pri-
donijeti razni zorni postupci medu koje bi se moglo
uvrstiti i svakojake zagonetke. Treba pritom voditi
racuna o smislu i cilju zadataka koji se postavijaju i
riesavaju. U ovom ¢lanku pod naslovom “Matema-
ticki tepisi” objedinit cemo nekoliko malih tema koje
Su pogodne za razne prigode.

U vise matematickih sadrzaja na¢i éemo spominja-
nje pojma tepih. Ako ga shvatimo doslovno, onda
¢emo svakako pomisliti na tepihe koji su izradeni
prema motivima ili su djelo M. C. Eschera, Victora
Vasarelyja i Eugena Josta. Ove umjetnike matema-
ticari Cesto svojataju ve¢ zbog samog doZivljaja koji
se namece promatranjem njihovih djela. Dakako,
ima i drugih primjera pa ucenike mozemo poticati
da ih pokusaju pronaci te uociti njihovu poveznicu
s matematikom.

UpiSe li se pojam “matematicki tepisi” u internetsku
trazilicu, pri vrhu ponuda izdvaja se odgovor tepih
Sierpinskoga. Rije¢ je o povijesno zna¢ajnoj pojavi
fraktala, danas vrlo rasirenih u raznim primjenama.
Na sli¢icama na dnu stranice vidimo prvih nekoli-
ko uzastopnih ponavljanja istog postupka (iteraci-
je) kojim se gradi tepih Sierpiriskoga. Godine 1916.
poljski matemati¢ar Wactaw Franciszek Sierpinski
stvorio je ovaj fraktal pa je u prigodi obiljezavanja
100. obljetnice njegove pojave pokrenut projekt u

Branimir Daki¢, prof., Zagreb, dakicb@gmail. com

kojem je sudjelovalo 32 000 ucenika iz cijelog svije-
ta. Zavrsnica projekta dogodila se 13. svibnja2016.
u Almeriji u épanjolskoj i na tom dogadaju sedma
iteracija fraktala slozena je u kvadrat sa stranicom
duljine 43.7 metara (uvodna fotografija). Dodajmo
kako je u ovom projektu sudjelovalo i pet hrvatskih
osnovnih Skola: dvije iz Metkovi¢a te po jedna iz
Rovinja, Zadra i Zagreba.

Slican fraktal konstruirao je Jeff Haferman i po nje-
mu je dobio ime Hafermanov tepih.

ViSe je puzzla na neki nacin vezano uz matema-
ticke sadrzaje, pa i tepihe. Navest ¢emo dva. Prvi
je vezan uz obicaj koji gaje Armenci, arijec¢ je o pre-
krivanju podova s viSe tepiha. Odatle vjerojatno i
potjece naziv problema — Armenski tepisi. O Eemu
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se radi? Zadana je pravokutna mreza i istaknut je
neki broj toCaka — sjecista pravaca mreze. U mrezi
treba razmjestiti niz pravokutnika (tepiha) uz neke
zadane uvjete. Pogledajmo primjer.

Na sljedec¢oj slici uo¢avamo mrezu sa 14 istaknu-
tih toCaka. Treba ucrtati pravokutnike tako da po
dvije od tih to¢aka budu suprotni vrhovi nekog pra-
vokutnika. Pritom moraju biti zauzete sve tocke,
a nikoja to¢ka ne moze biti vrhom viSe od jednog
pravokutnika. Pravokutnici se mogu i medusobno
i preklapati.

Prikazana su dva rjeSenja tog zadatka. PokuSajte
pronaci jo$ koje.

Na iducoj slici zadatak je pak posloziti tepihe ta-
ko da su po tri od zadanih to¢aka vrhovi tepiha.
Navedeno je i jedno rjesenje zadatka.

Jos jedan problem s te-
pisima djelo je Japanca
Naoki Inabe. Zadatak je
vrlo jasan. Zada se slog
od nekoliko pravokutni-
ka (tepiha) i naznaceni
su neki podatci za dulji-
ne nekih njihovih eleme-
nata ili su pak navede-
ne powvrsine nekih pravo-
kutnika. Treba izvesti re-
zultat i upisati ga umjes-
to upitnika. Jednostavan
primjer imamo na naslovnici jedne od brojnih Ina-
binih knjiga. Za rjeSenje zadatka dovoljno je znati
izraz za izracun povrSine pravokutnika. Dodajmo
jo§ dva zadataka, a mno$tvo ih se moze nacéi na
internetu.

The Griginal

100 addictive puzzies to solve with
simple maths — and clever rogic!

By Japan
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Naoki Inaba autor je i jedne zgodne didaktiCke ig-
rice koja je prikladna za uvjezbavanje prepoznava-
nja geometrijskih likova, ali i za primjenu poucaka
o sukladnosti. Zada se viSe toCaka koje su ¢vorista
neke kvadratne mreZe te se postavi zahtjev da se
u mrezu smijesti neki lik Ciji su svi vrhovi u tim
Svoristima. Navedimo dva primjera.

Neka je zadan odreden broj to¢aka u kvadratnoj
mreZi kao na donjoj slici lijevo. Odaberite Cetiri od
tih toaka tako da budu vrhovi kvadrata. Na slici
desno vidimo riesenje.

Jo$ jedan zadatak trazi da se u mrezu na opisani
nacin ucrta trapez.

U nastavku ¢e biti rijei o teoremu koji je poznat
kao poucak o tepisima. Poucak se pojavijuje u
nekoliko inacica, a ovdije je naveden u obliku koji
glasi:

PoloZimo dva tepiha na pod u prostorifi. Po-
vrsina u kojoj se tepisi preklapaju jednaka je
povrsini dijela poda koji je ostao nepokriven ako
i samo ako je ukupna povrsina tepiha jednaka
povrsini poda. Pritom je nebitan oblik poda kao
i oblik tepiha.

Objasnimo smisao poucka na sljede¢em primjeru.
Neka su u prostoriji s pravokutnim podom dana dva
trokutasta tepiha, tepih ACD i tepih BCE te neka
su smjestena kao na danoj slici.

D C
E

R
A B

Tepisi ACD i BCE imaju jednake povrsine (po po-
la povrsine pravokutnika), a njihov je zbroj jed-
nak povrsini pravokutnika ABCD. Preklapaju se
u trokutu ERC, dok je ABR potpuno nepokriven.
Prema poucku je tada povrSina trokuta ABR jed-
naka povrsini trokuta ERC. No, tu je Cinjenicu i
inaCe lako dokazati. Naime, iz dviju jednakih po-
vr§ina P(ACE) = P(ARE)+P(RCE) i P(ABE) =
P(ARE) + P(ABR) slijedi P(RCE) = P(ABR).
Primijetimo kako je ovo poznato svojstvo trapeza.

Buduc¢i da je P(ABC) = P(BCE), iz iste slike sli-
jedi da je P(BCR) = P(ARE) + P(ECD). Obraz-
lozite.

Uz opisane jednakosti izradite u GeoGebri dina-
micki program¢i¢ te pomicuci tocku E pratite pro-
mjene povrsina te to¢nost ovih jednakosti.

Evo jo$ jednog zadatka. Dva tepiha, dva trokuta
jednakih povrsina Ciji je zbroj jednak povrsini pra-
vokutnika (zasto?) preklapaju se u Getverokutu po-
vr§ine P. Pritom ostaju nepokriveni dijelovi pravo-
kutnika Cije su povrSine Py, P, i P3. Pokazuje se da
je Py + P, 4+ P3 = P bez obzira na polozaj to¢aka
M i N na stranicama pravokutnika.

M
2 P,

B

| u ovom zadatku mozemo se poigrati izradom od-
govarajuc¢eg dinamickog programdica.

Jo§ jedan zadatak na istu temu uvjerit ¢e nas u
ucinkovitost poucka o tepisima.
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uz panoptikum
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Dan je Cetverokut ABCD. Toc¢ke E, F, G i H polo-
viSta su stranica tog Cetverokuta. Spojimo vrhove
i polovista stranica te tako razrezemo Cetverokut
na devet dijelova. Pokazuje se kako za povrsine
istaknutih dijelova vrijedi Py 4+ P, + P3 + P4 = P.

Promatranjem slike uocit ¢emo kako se tepih
AFCH preklapa se s tepihom EBGD, a trokuti pri
vrhovima su ¢etverokuta nepokriveni. Prema spo-
menutom poucku bilo bi Py + P, + P3 + P4 = P.

Preostaje nam jo§ samo provjeriti da je zbroj
povrsina tepiha AFCH i EBGD jednak povrsini
Cetverokuta ABCD. U tu svrhu dokazimo da je
povrsina svakog od dvaju tepiha jednaka polovini
povrsine Cetverokuta ABCD.

Zbrojimo i dvije jednakosti, jednakost P(ACH) =
$P(ACD) i jednakost P(CAF) = 1P(CAB), do-
bit éemo P(AFCH) = 1P(ABCD). Analogno se
pokazuje P(BGDE) = 1P(ABCD). Time je doka-
zana i naprijed navedena tvrdnja.

Prisjetimo se sada jednog od najliepsih matema-
tickih tepiha, terrha. Svakoj od 10 decimalnih zna-
menaka pridruzimo neku boju. Nizemo zatim zna-
menke broja 7, ali tako da umjesto pojedine zna-
menke nacrtamo kvadrati¢ u boji koja je toj zna-
menci pridruzena. Kako to izgleda, vidimo na slici
koja predocuje ovaj popularni broj s njegovih 1000
decimala.

Zasto ne bismo primijenili ideju ove lijepe pre-
dodZbe broja 7 i na druge realne brojeve, raci-
onalne i iracionalne? Proveli smo to na nekoliko

primjera u naSem Panoptikumu. No, ostanemo li
samo na tome, cijela pri¢a ne bi imala puno smisla.
Prije svega, valja uociti kako se kod nekih zapisa
niz od nekoliko boja uzastopce ponavlja, $to je znak
da se radi o beskonacno periodi¢kim racionalnim
brojevima. Iskoristimo za raspravu prigovor kako
ne mozemo znati Sto se dogada s nekim brojevima
nakon “ispisanih” njegovih 100 decimala. Mozda
se radi o decimalnom broju s kona¢nim brojem
decimala? lli se decimale nakon neke pozicije nas-
tavljaju nizati bez ikakva reda?

Slijede pitanja: Kako razlikujemo prikaze racional-
nih i iracionalnih brojeva? Kako izgleda slika “ko-
na¢nog” decimalnog broja, a kako broja s besko-
nacno mnogo decimala? Je li to¢no da nizanje
decimala iracionalnih brojeva ne pokazuje bilo kak-
vu pravilnost?

Zbog toga istaknimo pretpostavku kako decimale
nekog broja nakon nanizanih 100 znamenaka prate
uzorak koji smo uodili promatranjem slikovne pre-
dodzbe tog broja.

Napomenimo kako se u svakom nasem pojedinom
primjeru promatra samo decimalni dio broja, a cijeli
je dio nula.
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