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Win

plotom
do Kopita

Ela Rac Marini ¢ Kragi ¢ Zagreb

Citaju¢i knjigu Nevena ElezovaeMatematic-
ka natjecanja i rad s darovitim ucenicima
izdanju Elementanaisla sam na cijelo brdo

interesantnih zadataka. Neke od njih sam pp-

O

kusala rijesiti.

Medu ostalima zainteresirao me jedan lagani
zadatak:

Komad drveta u obliku uspravnog valjka ima
duljinu promjera 12 cm. Iz drveta je isjeCena
cjepanica s dvama ravninskim presjecima kaji
prolaze kroz cijeli komad. Prva ravnina pres
jeka okomita je na os valjka, a druga ravnina
presjeka s prvom ravninom zatvara kut4s.
Presjek obiju ravnina i valjka je tocno jedna
toCka. Volumen cjepanice moZe se izraziti|s
nrz, gdje je n prirodan broj. lzracunaj n.

Zadatak je bio postavljen na americkom Alf
ME natjecanju. ViSe o tom natjecanju moZet
procCitati u spomenutoj knijizi ili pronama
stranicama Interneta.

D

Zadatak je okupirao moju paznju. Ne zbog
jednostavnostirjeSavanja, ve¢ zbog pitanja ko-
ja takav naoko lagan zadatak moZe otvoriti:

Sto sve moZemo dobiti presijecanjem uspray-

nog valika ravninama pod razliCitim kutovi-
ma; kako uceniku zorno predociti takve pres
jeke; kako izracunati volumene tijela nastalil
takvim presjecima?

Ova pitanja otvaraju Siroko polje moguénosti
nastavniku matematike.

Stvar se dodatno komplicira ako u razmatra-
nje uzmemo kosi valjak. Bojim se da neke
od tih problema ne moZemo nikako rijesiti uz
pomo¢ srednjoskolske matematiketo &ko
nam ucenik ipak postavi pitanja? Hoce li ga

zadovoljiti lakonski odgovor da se time ne op-
tereCuje i da ¢e o tome uciti na kolegijimaeis
matematike na fakultetu?

Pogledajmo zadatak koji mi je zagolicao as
tu. So Ce nastati presijecanjem valjka ravni-
nom koja zatvara kut od 4% ravninom oko-
mitom na os valjka? To smo mogli formulirati

i ovako —ravnina zatvara kut od“4$osi valj-

ka. Naravno, u presjeku nastaje elipsa velike
osi 2v/2 i male osi 2. Ugeniku ta stvar mo-
Zda nije intuitivno jasna. Ako nemamo model
valjka s potrebnim presjecima, problem pre-
docavanja ipak mozemo rijesiti. Ponesimo u
Skolu staklenu ili plastiocu ¢asi u obliku valj-
ka (poZeljno je da bude visokanapunimo je
do odre@ne visine vodom i nagnimo pod ku-
tom od 45. Eto nam pred oCima traZzenog
presjeka.

Stvar naravno moZemo nacrtati i nekim od
programa na racunalu. No bolje je pribje-
gavati prvoj metodi. Racunalo treba poceti
koristiti onog trenutka kada nam svi raspolo-
Zivi modeli i stvari iz realnog Zivota ne mogu
nikako rijesiti problem zornog prikaza.

Skica izgleda ovako:

Matematika i skola



Volumen cjepanice jednak je volumenu polo
vine valjka visine 2, promjera bazer2 dakle,

1 .
V= §r2n .2r =r3g = 216w cn?, nje 216.

Sli¢no tijelo nastalo presjekom valjka ravni;
nom koja zahvaca dio osnovice nazivamo valj
kastim klinom (kajlom) ili kopitom. Vise
o kopitu i izraCunavanju njegovog volumen:
moZete naicna
http://mathworld.wolfram.com/
CylindricalWedge.html.

Otuda sam i preuzela ovu sliku:

NN bl

Volumen kopita koje bi nastalo presijecanjen

ravninom kroz promjer osnovice pod kutom

od 45 na osnovicu prema poznatim formu

lama(izvod moZete naci na spomenutoj web

- 2 5 "
stranici |zn03|§r3 (ili 144 kod stoSca polu-
mjera osnovice p

Vratimo se zadatku. Nije loSe nacrtati valjak u

Winplotu i presjeci ga ravninom pod kutom og
45° u odnosu na os valjka. Winplot ima mo-
gucnosti crtanja presjeka dviju ploha ili plohé
i krivulje ako su one zadane u eksplicithom il
implicitnom obliku. Slika ¢e najbolje izgle-
dati ako su plohe ili krivulje zadane u ekspli
citnom obliku. Zato sam plast valjka prika-
zala pomocu dviju jednadzhi, = /36 — y2
(gornja polovinai z = —/36— y2 (donja
polovina), dok je ravnina presjeka dana jed
nadzbonez = —X. Slika dosta zorno prikazuje

=

-

presjek ravnine i valjka.

Mi§  godina Vi, br. 31, 2005.
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Winplot je interesantan za matematicare jer
moZe integrirati. Pogledajmo:

Iz = art[36-yy)
wlo |-6
jivigi |4[I[I
et B divisions
o |6
yl:' A divizions |4l]l]
¥

value = | 678.57161
cloze |

Ovo je priblizno volumen gornje polovine
valjka, koji je jednak i volumenu traZene cje-
panice. Volumen c¢e biti precizniji ako pove-
¢avamo broj koji unosimo divisions ali ¢e

biti i sporije izracunat. Integriranje nam ez
pomoci u izraCunavanju volumena onih tijela
koja se tesko racunaju metodama srednjoskol-
ske matematike. Madim, ovdje moramo biti
jako oprezni. Naime, Winplotom moZemo to-
¢no izraCunati samo volumen ispod one plohe
cije sve toCke imaju samo pozitiviiednosno
negativng aplikate. On izraCunava integral
funkcije f(x,y) nad pravokutnim podrucjem
—-6<Xx<6,-6<y<6.

Winplot moZe rac¢unati samo volument tij€la c
jaje ploha zadana u eksplicitnom obliku i koja
je Citava smjeStena izng@dnosno ispogxy
ravnine.
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Prethodni zadatak ponukao me na razmislja-
nje o jednom sloZenijem problemu:

Komad drveta oblika kosog valjka cije izvod
nice zatvaraju kut odd% s osnovicom ima

e
LY
4’14—,,
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. . P S
duljinu promjera 12 cm i visinu 6 cm. Iz dr- I*;ﬁ%?%ﬁﬁ it
veta je isjeCena cjepanica tako da je ravnina NNSSiSSSssssssese
. . . . . AR a‘-:?g:::gg;;
presjeka okomita na osnovicu, a s osi valjka ‘“%*:5%@"&555355:555‘5”
. . iy S, I3 ’-:::g-;ggﬁgg
zatvara kut od45’ i prolazi srediStem osno- \SSSSSSSSSSsSEscCos
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vice. IzraCunaj volumen cjepanice tj. manjeg
dijela drveta koji nastaje presjekom!

Winplot je prikladan kada modele Zelimo ro-
tirati. To se postiZe vrlo jednostavno, povla-
cenjem strelica! Tako isprobavamo najbolju
poziciju. Na primjer:

Skica izgleda ovako:

Sto je presjek valjka i ravnine? Da se radi 0
stosScu, bio bi trokut. Kada se radi o kosom
valjku, presjek moZe biti jedino ili dio elipse
ili kruga. U ovom slucaju radi se o polukru-|
gu radijusar. Cjepanica koja je tako nastala
ometkna je dvama polukrugovima i dijelom
plasta valjka.
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Ukoliko nemamo gotov model kosog valjka
presjeCenog na spomenuti nacin, tesko je pro-
naci model koji bi zadovoljavao uvjete zadat-
ka. Zato sam pokusala nacrtati model raCung-
lom. U Winplotu on izgleda ovako:

iy
i

/
4

Koliko god sam se mucila izraCunati volumen
takve cjepanice metodama srednjoskolske ma-
tematike, svi su pokusaji neslavno zavrsili.

Jedino je preostalo naci jednadzbu plohe —
plasta kosog valjka pa izraCunati volumen pri-
mjenom integralnog racuna.

18 Matematika i $§kola



Do plohe se moZe doci na dva nacina: zamjenomt = z dobivamo jednadzbu plohe
x? + (y — 2)? = 36 u implicitnom obliku.

1. Ovo je cilindricna ploha koja nastaje| U Winolot . loh isivati iedriad

kada pravac koji je paralelan, npr., vektor Inplotu mozemo plonhe zapisivall jednadz

3 — 6 + 6K translatorno putuie po kruZni- bama u eksplicithom, parametarskom, impli-
L ) 5 putuje p citnom obliku ili u cilindri¢nim, odnosno sfer-

ci x*+y< = 36,z = 0. Jednadzba pravca nim koordinatama

u parametarskom obliku biecX = x +t - 0, '

Y=y+t-6,Z=2z+t-6,gdjeje(X Y. Z) bilo Pogledajmo kako izgleda graf nase cilinac

koja toCka na pravcu. Nekaf&X, Y, Z) totka plohe zapisane parametarski, odnosno impli-

u kojoj taj pravac sijece kruznicd+y? = 36, citno.

z = 0 (rub osnovice valjka Tada koordinate X = Goos (£); y = usBsin(t); z = u

totke A zadovoljavaju sljedece jednadZbe:

X=x+t-0, Y=y+1t-6, Z=2z+1-6
X2+Y2=36 Z=0.
Koriste@ Z = 0 izrazimo parametariz trete

—

jednadbe |t = %Z> i uvrstimo u prve dvije.

Dobit éemo:X = x, Y =y — z. Ovako dobi-
vene jednakosti uvrstimo u ¢etvrtu jedriad4
dobivamo jednadZbu plohé+ (y —z)2 = 36
u implicitnom obliku.

2. JednadZbu plohe moZemo odrediti i vektor
skim putem(vidi skicu):

z

X2+ (y-z) *2=136
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Neka jer radijvektor bilo koje tocke na plas
tu kosog stoscay = 6(cosg - i’ + sing - j)
radij vektor toCke koja pripada kruZnici na os
novici stosca, @ = t(j + K) vektor u smjeru | Vamo je napomenuti — ako Zelimo vidjeti
izvodnice kosog stosca. Tada je plohu zadanu u implicitnom obliku, trebamo
F=fi+ad=6(cosp T +sing-])+t(j+K | udialoskom okvirunventorykoristiti dijalog
. - ] . “level curves”. Tamo moZemo zadavati boju
=T-6c0sp +]-(t+6sing) +k-t. plohe ili nivoe, ali ne moZemo povrsinu u cje-
Dakle, vrijedix = 6cosp, y =t + 2sing, lini osjencati. Program nema nacina prohac
z = t, &0 je i parametarski oblik jednabde kako prostrana mora biti “kutija” koju zapre-
traZene plohe. Eliminacijom parametpaiz ma nas model. To ¢emo zadati sami u dijalogu
prvih dviju jednadbi (3 + (y — t)? = 36) i “box” u dijaloSkom okvirulnventory

Mi§  godina Vi, br. 31, 2005. 19
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Za izracunavanje volumena iz implicitne jedf

nadZbe plohe prijgtho na njezin eksplicitni
oblik. Lijeva “polovina” plohe ima jednadm

z =y + V36— x2. Volumen tijela koji dobi-
vamo prije opisanim presjekom bit ¢e jednak

r 0
/dx / (y+ V36— x2> dy = §r3.
T /362

IzraCunavanjem gornjeg integrala u eas
specijalnom slucaju

6 0
/dx / (y+ \/36—x2> dy
%

dobiva se to¢na vrijednost 144€mNije li

neobic¢no da se u volumenu ovog tijela ne po-

javljuje broj #? Integriranjem ove funkcije
f(x,y) = y + V36— x2 u Winplotu née-
mo dobiti to€an volumen tijela, ve¢ volumern
umanjen za onaj dio koji se do zadane grani
(-6 < X < 6,—6 <y < 6) nalazi ispodxy
ravnine, a iznad plasta kosog stoSca.

Usporedila sam tijela nastala odsijecanjem kg
sog i uspravnog valika. Interesantno je bil
primijetiti da tijela imaju jednak volumen —
baze su sukladni polukrugovi, visine su jed
nake, a prilikom odsijecanja ravhinama para
lelno bazi dobivamo sukladne kruZzne odsjeq
ke. Cavalierijev princip kaZe da ta dva tijela
imaju jednak volumen. | stvarno, kada san
pogledala izvod i formulu na gore spomenutd
web stranici, nasla sam da odgovalgum®-
pito uspravnog valjka ima volumen 144tm
Do volumena kopita uspravnog valjka s
sam preko kopita kosog valjka.
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| ne samo to. Pala mi je na pamet ideja da se
mogu posluZziti slicnim trikom koji je upotre-
bljen i kod izvoda volumena kopita na
http://mathworld.wolfram.com/
CylindricalWedge.html.

Umjesto da traZim jednadZbu plohe i"vac
nam volumen tijela ispod te plohe, Tame
bih rezala svoje kopito ravninama paralelnima
yzravnini? U presjeku nastaju jednakokrac
ni trokuti kojima su duljine katetg(x), z(x)
ovisne o udaljenost od ishodista.

Kako ovo nacrtati u Winplotu? DuZine se
mogu zadati pomocu parametra koji definira-
mo sami. Tako sam duZine koje predstavljaju
hipotenuze prereza kopita zadavala otkéoc
(k, V36—, o) dototke (k, 0, /36 — K2),

a zatim u dijalosSkom okvirtnventory uizbor-
niku family zapisalak kao parametar, zadala
mu granice od-6 do 6 te zadala 30 koraka
(presjeka.

Nakon Sto sam pritisnula gundefing poja-
vila se gornja slika.

Matematika i skola



family [seg (k,-sqrt{36-kk),0)... B3
pmamemrlﬁ [A&..0]

lowe  [-6.00000
high |6.00000

ﬂepslBD

[~ watch delay IIII
define | undefine |

seg (K,-sqrt(36-kKk),0) to (k,0,sdrt (36—
seg (k,-sqgrt(36-kk),0) to (k,0,0) famil
seqg (k,0,0) to (k,0,sgrt(36-kk))] family

o
cip | table | famiy |
box I

edit | deletel dupl I
hide: graphl

shuwaqual narnel Ieve!s]

Sada moZemo izracunati volumen tijela zbra
jajui beskonacno mnogo povrsina takvih trg
kuta (Cije su katetez(x) i y(x)) duZ x-osi, od
—6 do 6, tj. od—r dor, zapravo integrirajlic
po X.

V=2

> / z(x)y(x)dx

—r

r
:/\/rZ—XZ\/rZ—xzdx
0

r

/ (r? — x%)dx
)

2
= Zr3,

3

3
2 X
r -

Ovim nacinom problem izraCunavanja volut

mena moZemo donekle pribliZiti i objasniti
naprednijim u€enicima na kraju Cetvrtog ra
zreda gimnazije ili tehrilee ole.

Mi§  godina Vi, br. 31, 2005.

| na kraju malo o programu Winplot. Au-
tor ovog programa je Richard Parris, profe-
sor na Phillips Exeter Akademiji u Exeteru,
New Hampshire, SAD. On je autor Citave pa-
lete programa Peanut softvera koje moZete
naci na stranichttp://math.exeter.edu/
rparris/. Korisnici Winplota osnovali su
mailing listu http://groups.yahoo.com/
group/peanut_software/, kaoicijelu bazu
podataka za razmjenu materijala i uradaka na
http://www2.spsu.edu/math/Dillon/
Peanutdocs/. Na Internetu se mogu na-
¢i i instrukcije za koriStenje nattp://
matcmadison.edu/alehnen/winptut/
winpltut.htm. Sam program Winplot mo-
Zete preuzeti na straniChttp://math.
exeter.edu/rparris/winplot.htmliod-
ficki program opée namjene za crtanje i ani-
miranje krivuljaili ploha u dvjema ili trima di-
menzijama i u razliCitim zapisima. Prilikom
koriStenja ovog programa treba biti strpljiv.
Njegove mogucénosti u matematiCkom pogle-
du su velike. PruZa nam opcije koje ne mogu
ni mnogi komercijalni programi. Madim,
skromnog je sucelja — siromasan dizajn, pri-
licno sloZen za uporabu nematematicart; tes
ko je unositi izmjene. . . Ali zato je besplatan

i moZemo ga ponekad koristiti ne samo za cr-
tanje grafova, vec¢ i za izraCunavanje i kontrolu
dobivenih rezultata.
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Ne treba ga preporuciti za uporabu uceniku
srednje Skole. Nastavnik ga moZe povreme-
no koristiti u demonstracijske svrhe ili kao
pomocno sredstvo za potrebe zornosti u ste-
reometriji ili analitiCkoj geometriji. Meni je
pomogao kod rjeSavanja zadanog problema u
kontroli i zornom prikazu rjeSenja. Prilikom
koriStenja ovog programa obnovila sam i po-
novo naucila mnoge elemente analitiCke ge-
ometrije u trima dimenzijama, parametarski
prikaz krivulja i ploha te vektorsku matemati-
ku.

Zahvaljujem profesorici Senki Sedmak na ko-
risnim idejama i korekcijama kojima je prido-
nijela stvaranju ovog ¢lanka.
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