S

Linearna funkcija

Sanja Rukavina, Rijeka

Prvo izdanje knjige Handbook of Linear Algeb-
ra, opseznog priru¢nika sa 77 poglavlja u ¢ijem su
pisanju sudjelovali mnogobrojni matematicari da-
nasnjice, obuhvativ§i znanja iz podruc¢ja linearne
algebre i njezinih primjena, objavljeno je 2007. go-
dine. Pedeseto poglavlje u toj knjizi nosi naziv Li-
nearno programiranje, a njegov je autor Leonid
N. Vaserstein s Penn State sveuciliSta. Na samom
pocetku poglavlja autor definira osnovne pojmove
kao $to su optimalno riesenje, linearna forma, afi-
na funkcija, linearni program i sl. Pritom o pojmu
linearna funkcija navodi sliedece:

Pojam linearna funkcija, koji ovdje nec¢emo koristiti,
znaci linearna forma u nekim prirucnicima, a afina
funkcija u drugima.

Ova se reCenica Cesto citira kada se Zeli objasniti
terminoloSka nedorecenost i nejasnoée do kajih je
dovela dvojaka uporaba pojma linearna funkcija.
Svjesni ovog problema, mnogi matematicari, po-
put Vasersteina, izbjegavaju koristiti pojam linearna
funkcija i koriste jednu od dvije navedene inacice:
linearna forma ili afina funkcija.

Opcenito gledajuc¢i, linearna forma je linearna
funkcija definirana iz nekog vektorskog prostora u
pripadno polje skalara. Pri tome “linearna funkci-
ja” oznacava Cinjenicu da se radi o funkciji koja
ima svojstvo linearnosti, odnosno funkciji f za koju
vrijedi

flax+ By) = of (x) + Bf (v),

pri Gemu su x i y vektori, a o i B skalari.
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Primjer linearne forme s kojim se naj¢esc¢e sre¢emo
u Skolskoj matematici jest onaj u kojem se promat-
raju realne funkcije realne varijable. Promotrimo taj
primjer malo detaljnije.

Primjer

Polje realnih brojeva moze se promatrati kao vektor-
ski prostor nad samim sobom kao poljem. Prema
tome je svaka realna funkcija oblika

g(x) = kx

linearna forma na skupu realnih brojeva s obzirom
da za sve realne brojeve o, 3, x i y vrijedi

glax + By) = k(ox + By) = akx + Bky
= ag(x) + Bg(y).
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S druge strane, funkcija oblika f (x) = kx + I nije
linearna forma kada je I # 0 jer takva funkcija ne
posjeduje svojstvo linearnosti. Naime,

f(ox+ By) = k(ax + By) +1

aof (x) + Bf (v) = a(kx +1) + B(ky +1)
=k(ax+ By) + (o + B),

odnosno

fox+ By) # af (x) + Bf ().

Kazemo jo$ da je realna funkcija realne varijable
zadana sa f(x) = ax, pri ¢emu su a i x realni
brojevi, linearni operator na skupu realnih brojeva.

Afina funkcija na skupu realnih brojeva je funkcija
oblika
f(x)=ax+0b.

Njezin naziv povezan je s pojmom afinog prostora,
u Sto ovdje ne¢emo ulaziti. Recimo samo da se
svaki vektorski prostor, pa tako i skup realnih bro-
jeva, moze interpretirati kao afini prostor nad sa-
mim sobom. Kao §to smo ve¢ vidjeli, afina funkcija
opc¢enito nema svojstvo linearnosti. Ona je linearna
jedino u slucaju kada je b = 0.

Znajuci sto je svojstvo linearnosti funkcije i kako se
definira afina funkcija, ocekivali bismo da se ovi poj-
movi koriste na ispravan i jednoznacan nacin. No,
to nije tako niti u nastavi matematike. Nije sasvim
jasno je li do toga doslo zbog ¢injenice da se ob-
je funkcije graficki prikazuju pravcem (kod linearne
funkcije to je pravac koji sadrZi ishodiste koordinat-
nog sustava) ili zbog pojma linearna jednadzba,
koji podrazumijeva jednadzbu oblika ax + b = 0,
ali sve CeSce se linearnom funkcijom naziva sva-
ka afina funkcija, a ne samo ona koja posjeduje
svojstvo linearnosti. Pri tome neki autori upozora-
vaju na moguci nesporazum (vidi, npr., Zupanovié,
Sori¢, 2016.), dok mnogi to ne &ine. 1z spomenu-
tog Vasersteinova komentara mozemo zakljuciti da
Hrvatska nije jedina drzava u kojoj se matematicari
suocavaju s ovim problemom.

Mozemo se zapitati — je li uvijek bilo tako? Provi-
rimo li u starije udzbenike, uoCit ¢emo da se u 7.

razredu osnovne $kole (vidi, npr., Pause, 1993.) i 1.
razredu srednje Skole (vidi, npr., Gelineo, Kurepa,
2000.) uvode i pojam afine funkcije

fx)=ax+b
i pojam linearne funkcije

f(x) = ax.

To je, naravno, bilo u skladu s vazeéim nastavnim
planom i programom. Naime, u dokumentu Ok-
virni nastavni programi opéeobrazovnih predmeta
u srednjim Skolama iz 1997. godine nalazimo graf
linearne i afine funkcije u svim programima koji u
1. razredu srednje Skole imaju barem 3 sata mate-
matike tjedno, dok se u programima s manje sati
navodi samo graf linearne funkcije. Vjerojatno se
ocekivalo da ¢e u tim programima, zbog malog
broja sati, biti obraden samo slu¢aj kada je b = 0.

U Nastavnom planu i programu za osnovnu $kolu iz
1999. godine i Nastavnom planu i programu za os-
novnu $kolu iz 2006. godine ne spominje se pojam
afine funkcije, dok se pojam linearne funkcije uvodi
u 7. razredu. Pritome se nigdje ne navodi eksplicit-
no da se pod time podrazumijeva da treba uvesti
afinu funkciju f (x) = ax+ b, ane samo njezin po-
sebni slu¢ajkadaje b = 0, odnosno kad ta funkcija
ima svojstvo linearnosti. No, kako se graf linearne
funkcije povezuje s eksplicitnim oblikom jednadzbe
pravca i zbog Cinjenice da se pod obrazovnim pos-
tignu¢ima navodi kako ¢e se odredivati nul-toCke
zadane linearne funkcije, mozemo zakljuciti da se
ocekuje kako ¢e se pod pojmom linearne funkcije
uvesti afina funkcija f (x) = ax + b. Naime, sva-
ka realna funkcija realne varijable koja ima svojstvo
linearnosti ima nul-to¢ku x = 0. Posljedi¢no, u
udZbenicima iz matematike za osnovnu $kolu vise
ne nalazimo pojam afina funkcija, ve¢ se funkcija
oblika f (x) = ax + b naziva linearnom funkcijom
iako ona opc¢enito ne posjeduje svojstvo linearnos-
ti. Analiza koju je T. Peteani u okviru svog diplom-
skog rada provela na udzbenicima odobrenim za
uporabu u Skolskoj godini 2014./2015. pokazala je
da se niti u udzbenicima za srednju Skolu vise ne
spominje afina funkcija.
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Prema aktualnom Kurikulumu nastavnog predme-
ta Matematika za osnovne Skole i gimnazije u os-
novnoj skoli ne spominje se niti pojam afine funk-
cije niti pojam linearne funkcije (osim sto se kao
proSireni sadrzaj u 7. razredu navodi: Poveziva-
nje linearne ovisnosti i linearne funkcije). U prvom
razredu gimnazije uvodi se pojam linearne funkci-
je, dok se pojam afine funkcije ne spominje. Iz
primjera danog u Kurikulumu vidljivo je da se pod
linearnom funkcijom podrazumijeva svaka funkcija
oblika f(x) = ax + b.

Bez obzira koji termin u nastavi koriste za funkciju
zadanu formulom f (x) = ax+ b, izuzetno je bitno
da uditelji i nastavnici znaju $to je afina funkcija, a
Sto svojstvo linearnosti funkcije, te da budu svjesni
da linearnost kao svojstvo funkcije Cesto nije ono
temeljem ¢ega se funkcija naziva linearnom. Poz-
navanje navedenih pojmova vazan je dio njihove
matemati¢ke kompetencije. Naime, uz poznava-
nje matemati¢kih sadrzaja, bitno je i poznavanje
terminolo$kih nedoreCenosti i nejasnoca vezanih
uz pojedine pojmove kako bi se u nastavi izbjeglo
pretjerano pojednostavljivanje koje moze dovesti
do metodickih, ali i matematickih, pogreSaka pri
poucavanju matematike.
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Kako zapisati broj 2020 na 28 razlicitih nacina

12+52+25%2+372=2020
12+ 7%+ 112 + 432=2020
12+72+17% + 412 = 2020
12+112+232+372=2020
12+13%2+ 252+ 352=2020
12+172+192+372=2020

22+ 4%+ 82 + 44* = 2020
22+ 4% + 20% + 40% = 2020
22+ 122+ 242+ 36%=2020
32+212+27%2+292=2020

32+72+212+392=2020
32+92+292+332=2020
4%+ 82+ 282+ 342=2020
4%+ 14% + 282 + 322 = 2020
52+232+252+292=2020
77 +11% + 132 + 417 = 2020
72 +112+ 252+ 352=2020
72 +13%2+29% + 312 = 2020
82+ 102+ 162+ 40%=2020

82+16%+ 262
92 + 112 + 272
92 + 152 + 252
112+ 132+ 192
122+ 167 + 182
122 +20% + 242
132 + 192 + 232
152+ 212 + 252
172 + 192 + 232

+322=2020
+332=2020
+332=2020
+37%2=2020
+36%=2020
+302=2020
+312=2020
+272=2020
+297=2020
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