povijest matematike

Staroegipatski razlomci,

1. dio

Neven Elezovic, Zagreb

Godine 1858. Skotski arheolog Henry Rhind je na
trznici u Luxoru kupio smotak pergamenta. Pet go-
dina nakon njegove smrti na drazbi ga je otkupio
Britanski muzej u Londonu, gdje se i danas ¢uva.
Rije¢ je o pergamentu duljine oko 5 mi Sirine 50 cm,
a potjeCe iz doba oko 1650 g. prije Krista. Rhind
je kupio potrgani pergament kojemu je nedosta-
jao srednji dio, a taj je sre¢om pronaden kasnije i
pridruzen drugim dvama dijelovima.

Pokazalo se da ovaj smotak (koji danas nazivamo
Rhindovim papirusom ili Ahmesovom ra¢unicom
prema imenu njegova autora) sadrzi neobi¢an ma-
terijal: to je najstarija poznata zbirka matematickih
zadataka. Na papirusu su napisana (i numerirana)
84 zadatka s postupkom rieSavanja. Na temelju
toga naucili smo mnogo o nac¢inu racunanja starih
Egiptana.

U vecini zadataka pojavljuju se razlomci i raéun s
njima. Taj je raCun potpuno razlic¢it od onog koji mi
danas u¢imo u Skolama.

Stari su Egip¢ani razlomke zapisivali na sljiedeci

nacin. Znak za razlomak bio je <. Broj bi

se pisao ispod tog znaka, pa je Citav simbol oz-

naCavao razlomak s brojnikom jednakim 1. Tako
< [ <=

n? primjer, vrije(?ii 1= 3N = 1o jerieN

hijeroglif za broj 10.

Dakle, koristili su zapise samo razlomaka koji su
reciprocna vrijednost prirodnih brojeva, razlomke

o1 ) L
oblika —. Ove ¢emo razlomke zvati reciprocnim ili
n
jediniénim.

Uz njih, imali su poseban simbol za sljedec¢a tri

1 2
razlomka: 7 Te—= 3 :<? koji je Cesto

3 ﬁf?
koristen, te simbol za 1 = )

Sve ostale razlomke prikazivali su u obliku sume
jedini¢nih razlomaka. Na primjer:

2 11
5 315
3_1,1
5210
4_1+1+1
52 4 2

Vrijedi
2 1 1 3 1 1

37276 42w
pa su, kratkoce radi, koristili ove razlomke u prika-
zima sloZenijih. Primjerice, na Ahmesovoj racunici
stojida je
7 2 1

03730
S§to je samo skraceni zapis za
7 1 1 1
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Razmisljaju¢i s povijesnog aspekta, matematika je
stolje¢ima sluzila kao sredstvo za rieSavanje prak-
ticnih problema. To znaci da je ovakav nacin
prikazivanja razlomaka, proizaSao iz potrebe za
rieSavanjem prakti¢nih problema.

Egipat je bio Zitnica staroga svijeta.

Primjer 1. Treba podijeliti 5 vre¢a Zita na 9 radnika.
Kako ¢emo to uciniti?

5
Danas bismo rekli da svaki radnik treba dobiti 5

vreCe zita. No, razlomak 9 je samo informacija

o koli¢ini, ali ne i uputa kako diobu treba nadiniti.
U staroegipatska vremena, napisali bismo (desnu
stranu) ove jednakosti

5 1 1

92718

i postupili na sliedeci nacin: svaku od 5 vre¢a podi-
jelili bismo na dva dijela. 9 dobivenih polovica raz-
dijelili bismo radnicima, a posljednju desetu bismo
podijelili u 9 hrpica i ponovo podijelili radnicima.
Svaki bi radnik prema tome dobio = + — vre¢e

2 18
Zita, koli¢inu koja mu pripada.

U ovom je postupku dijeljenja bitno da se isko-
risti ve¢ nacinjena izmjera Zita koje je spremljeno u
vrece. Vre¢e sumedu sobom jednake i koli¢ina Zita
u svakoj od njih je ista. Danas bismo mozda zito
iz svih vreca isuli na jednu gomilu i potom mjere-
njem odredivali devetinu te gomile, $to je inferioran
postupak u odnosu na staroegipatski.

Staroegipatski postupak diobe moze se realizirati
obi¢nom vagom koja ima dva kraka pri ¢emu treba
na svaki od njih staviti polovinu jedne vre¢e. Pri
tom nam ne treba nikakav dodatni uteg. Ostatak,
1

— je hrpa koju je lako odoka ocijeniti i moguéa

18
pogreska nije bitna.

Dijelimo lina moderan nadin, trebamo znati koli¢inu

5
od 9 jedne vre¢e. Morali bismo onda najprije izm-
jeriti cijelu vre€u za $to nam trebaju utezi ili sloZeniji

5
tip vage, a onda ponovno mieriti ) te teZine.

Cak i kompliciraniji prikazi jo$ uvijek daju dobar al-
goritam podiele:

4 1 1 1

5 2 4 + 20°
Cetiri vreée na pet radnika dijelimo tako da svakom
radniku damo polovinu vre¢e. Nakon toga ¢e pre-
ostati vre¢a i pol, pa ¢emo svakom dati Cetvrtinu
sadrzaja vre¢e. Od ostatka, koji iznosi Cetvrtinu
jedne vrece, napravit ¢emo 5 jednakih hrpa.

U ovom dijelu ¢lanka navest ¢emo probleme i za-
datke koji se mogu uspjesno rjesavati u osnovnoj
Skoli ili prvom razredu srednje Skole.

Primjer 2. Na proslavi rodendana okupilo se tri-
naest prijatelja i prijateljica. Za okrijepu su narucili
pizze, i to: Sest mijesanih, Cetiri s Cetiri vrste sira i tri
pikantne. Dok su &ekali pizze, Ivana je morala otici s
proslave. Kako Ce ostatak drustva podijeliti te pizze
na jednake dijelove i na najjednostavniji nacin, a da
uz to svako proba svaku od narucenih pizza?

Ovdje se odgovor namec¢e sam od sebe, a vezan

13
je takoder uz staroegipatski prikaz razlomka E:

3 1 1 1

- 2t3ty
Odavde slijedi recept. Svatko treba dobiti polovinu
jedne, tre¢inu druge i Cetvrtinu trece pice. S obzi-
rom na njihov broj, mijeSane ¢emo podijeliti na dvije
polovice, Cetiri vrste sira na tri dijela, a pikantne na
Cetvrtine.

Jednostavni prikazi

Na jednostavnim primjerima uputit ¢emo se u svijet
staroegipatske matematike. Viezbat éemo najprije
rastave razlomaka koji su i sami jedini¢ni. Razlo-

1
mak 3 je jedini¢ni, ali i on se moze prikazati u obliku
Zbroja dvaju jedini¢nih razlomaka:

1 1

236
Moguénost

11 1

27373
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nije prihvatljiva jer recipro¢ni razlomei u prikazu mo-
raju biti razliciti.

Slicno ovome, vrijedi

1 1 n 1
34 12
Zadatak 1. Napisi analogne formule za rastav raz-
111
lomaka —, =, —
4'5'6

Zadatak 2. Poopci formule iz prethodnog zadat-

1

ka i napi$i prikaz razlomka — u obliku zbroja dvaju
n

jedini¢nih.

Odgovori na ove zadatke su:
1 1 1 1 1 1 1 1 1

475720 576730 6 7 4
Oni vode na sljedecu ispravnu formulu
1 1 1
- i nn+1)

n n—+1

Zadatak 3. Odredi jediniCni razlomak s najmanjim
nazivnikom koji ima dva razli¢ita prikaza u obliku
Zbroja to¢no dvaju jedini¢nih razlomaka.

Zadatak 4. Odredi jedini¢ni razlomak s najman;jim
nazivnikom koji ima viSe od dva razli¢ita prikaza u
obliku zbroja to¢no dvaju staroegipatskih razloma-
ka.

Evo odmah i odgovora na ove zadatke:

hﬁ+1_11
4520 6
1_1+L_1+L
6 7 42 8 24
_1+1_1+1
9 10 ' 15°

Zadatak 5. Odredi sve razliCite prikaze razlomaka

1.1
3 [ B u obliku zbroja dvaju jedini¢nih razlomaka.

Prvi razlomak moze se prikazati na tri nacina:
1 1 1 1 1 1 1

§ 9 72 103 122

Drugi je pravi rekorder u broju razliitih rastava:

1_1+1_1+1
12 156 14 84

_1+1 L N

T 15 60 16 48 18 36
1 11 1

20730 s

1
Zadatak 6. Odredin > 12 sa svojstvom da broj —

1
ima viSe razli¢itih rastava od broja e

U odgovoru na ovo pitanje zapitajte se Sto broj 12

¢ini posebnim u odnosu na brojeve prije njega.

Zadatak 7. Napisi Cetiri razliCita rastava za jedi-
1

nicni razlomak o u obliku zbroja dvaju jedini¢nih
n

razlomaka. Ovdje jen > 5.

Ti su rastavi
1 1 1
IR +
2n 2n+1  2n(2n+1)
1 1
= +
2n+1) 2n(n+1)
1 1
= +
2n+2) nn+2)
1
on’

U svakom prikazu drugi je nazivnik ve¢i od prvog.
Sad treba provjeriti da su svi nazivnici u prvim pri-
brojnicima razliCiti. Zan > 5 vrijedi

2n+1<2n+1)<2(mn+2)<3n.

1
Za n = 3 svi su ovi brojevi takoder razli¢iti (pa 3
ima Cetiri prikaza), ali za n = 4 posljiednja dva se

1
podudaraju (pa 3 ima tri razli¢ita prikaza).

Zadatak 8. Pronadi $to viSe razliCitih prikaza za

1

razlomak on u obliku zbroja dvaju jedini¢nih razlo-
n

maka.
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Jednoznacnost prikaza

4
Razlomak 3 ima prikaz

4 1 n 1 n 1

5 2 4 2
Medutim, vrijedi takoder

4 1 n 1 n 1

5 2 5 10

Sto pokazuje da prikaz pomocéu staroegipatskih
razlomaka nije jednoznacan.

Pokazat ¢emo da taj prikaz nije jednoznacan niti za
jedan razlomak. U tu je svrhu dovoljno primijetiti da
vrijedi

Sada se posljednii pribrojnik u prikazu uvijek moze
pomnoziti s ova tri razlomka:

2 1 1
774"
L1111
Z*%(E 3 3)
1 1 1 1
=ttt

Postupak se moze nastaviti unedogled:

B N S U U B O
7 4 56 8 336 504 1008’

itd.

Budu¢i da prikaz nije jednoznacan, mozemo pos-
taviti mnogo dodatnih pitanja, poput: Kako pronadi
prikaz koji ima najmaniji broj pribrojnika? Koji ima
najmanje nazivnike? Koji prikaz ima nazivnike po-
sebnih svojstava? itd.

Istrazivanje staroegipatskih razlomaka aktualna je
tema i u danasSnjem vremenu. Neki od najvecih
matemati¢ara dvadesetog stolje¢a, poput Paula
Erdésa dobar dio svojih znanstvenih istrazivanja
posvetili su problemima vezanim uz staroegipats-
ke razlomke.

Zbrajanje staroegipatskih
razlomaka

Staroegipatski se razlomci lako zbrajaju. Njihova
je suma istog oblika ili pak sadrZi ¢lan koiji je oblika
2

—. On je nastao kao zbroj dvaju identi¢nih jedi-
n

niccnih razlomaka. Ako je ovdje n paran broj, tada

¢emo kra¢enjem opet dobiti jediniccni razlomak:
1 1 2

— + — = — = —. Zaneparni n moze posluziti
0710 10 3 paminmozep

formula:
2 —1+ 1
2k—1  k  k(k—1)
Tako npr. vrijedi
2_1+1
32 6
2 1.1
5 3 15
2_1+1
7 4 28’
2 1.1
9 5 45

Na Rhindovu papirusu nalazi se popis svih staro-
egipatskih razlomakaza =, =, =, =,..., —. Taj
gipatsrin raz “35 79 100 O
popis zauzima gotovo tre¢inu jedne njegove stra-
ne.

Rastavi imaju najvise Cetiri Clana. Pritom su, tamo
gdje je moguce pronaci vise prikaza, birani oni pri-
kazi kod kojih su nazivnici parni. Naime, takvi se
razlomci jednostavnije zbrajaju i mnoze. Takoder,
birani su prikazi kod kojih su nazivnici manji od 999.
ViSe detalja o tome bit ¢e napisano u sliedecem
nastavku.

Nastavit ¢e se...
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