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Regresijski

U Kurikulu za gimnazije i za strukovne $kole za trec¢i
razred s viSe od 105 sati nastave matematike po-
javljuje se pojam “regresijski pravac" koji u dosa-
dasnjem programu matematike nismo susretali.

U tom se pojmu ogleda korelacija analiticke ge-
ometrije i statistike, tj. jednog podrucija koje na prvi
pogled nema veze s geometrijom.

Opisimo situaciju u kojoj se pojavljuje regresijski
pravac. U problemu su zadani podatci koji su u
obliku uredenih parova. Kad se ti uredeni parovi
prikazu kao toc¢ke u koordinatnoj ravnini, postavlja
se pitanje pronalazenja pravca koji “najbolje aprok-
simira" zadane toCke. Pronalazak takvog pravca
omogucava daljnje procjenjivanje i prognoziranje.

Evo jednog zadatka koji se rjesava s pomocu reg-
resijskog pravca:

IstrazivaC Zeli odrediti postoji li veza izmedu dobi is-
pitanika i sati koje ispitanik tiedno provede baveci
se nekom sportskom aktivnosti. Anketirajuci sest
ispitanika, dobio je sljedece podatke:

pravac

Sanja Varosanec, Zagreb

dob (x;) sati viezbanja (y;)
18 10
19 10
25 7
30 6
33 6
53 1

Procijeni koliko bi sati vieZzbao 40-godisnjak?

Podatke koji su prikupljeni u anketi prikazimo u obli-
ku uredenih parova koje skicirajmo u koordinathom
sustavu. Za prvu koordinatu uzimamo podatak o
dobi ispitanika, a kao drugu koordinatu uzimamo
broj sati viezbanja. GrafiCki prikaz ovih podataka
naziva se dijagram rasipanja (engl. scatter diagram)
i dan je naslici 1.

Oblik dijagrama vodi nas na zaklju€ak da bi se ove
tocke mogle aproksimirati pravcem. Pravac koji
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Slika 1. Dijagram rasipanja podataka

najbolje aproksimira dane tocke naziva se regresij-
ski pravac. Njegovu jednadZbu obi¢no zapisuje-
mo ovako: ¥ = bx + a. Oznaka y tradicionalno
se koristi za zavisnu varijablu regresijskog pravca,
koeficijent uz x oznacava se sa b, a slobodni koefi-
cijent sa a, §to odudara od uobicajenih oznaka za
koeficijente pravca.

U ovom se trenutku pri rieSavanju zadatka obi¢no
nude formule za parametre a i b, odnosno upucuje
se rjeSavatelja na upotrebu nekog pomagala kao
Sto je dZepni kalkulator koji ima ugradenu funkciju
ratunanja regresijskog pravca ili na upotrebu pro-
racunskih tablica kao $to je Excel, programa dina-
micke geometrije kao $to je GeoGebra i sl. Drugim
rije¢ima, formule za parametre a i b koje glase ova-

ko:
Y Y- () (D)
n (L)
4= Dyi—bY x

vec su ugradene u razna pomagala. Pritome je n
broj podataka, a > x; jest oznaka za zbroj svih po-
datakaxy,...,x,ianalogno » . y; = y1+...+ Y.

Na slici 2 nalazi se rjesenje dobiveno uporabom
Excela. Jednadzba regresijskog pravca ispisana
je u dijagramu i sad mozemo i odgovoriti na pita-
nje postavljeno u zadatku. UvrStavaju¢i x = 40
u jednadzbu pravca dobivamo y = 4.04. Dakle,
40-godisnjak bi viezbao 4.04 sata.
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Slika 2. Dijagram rasipanja podataka i regresijski pravac

Slicne zadatke moZzete naci u [2], [3], [5] te ostalim
novim udzbenicima za tre¢i razred srednje Skole.
Ovdje se ne¢emo dalje baviti osmiSljavanjem i
rieSavanjem takvih zadataka, nego ¢emo svoju po-
zornost posvetiti matematici koja stoji iza tih formu-
la.

Cilj ovog ¢lanka jest pokazati kako se ove formu-
le izvode, a sam ¢lanak moze biti osnova nekog
projekinog zadatka na ovu temu.

Prikazat cemo dva dokaza. Jedan se dokaz zasni-
va na metodi diferencijalnog racuna i zbog toga je
primjeren onim osobama koje su ve¢ upoznate s
tim racunom. To svakako nisu ucenici tre¢eg razre-
da. Aliova je metoda univerzalna i moze se koristiti
i pri trazenju drugih funkcija koje dobro aproksimi-
raju dane podatke te ju je stoga poZzeljno poznavati.
Drugi se dokaz zasniva na metodi racunanja eks-
trema kvadratne funkcije koju u€enici tre¢ih razreda
poznaju jer je ta metoda detaljno obradena u pret-
hodnom razredu.

Prvo opiSimo znacenje izraza da neka funkcija “naj-
bolje aproksimira" dane podatke. U problemu su
zadane tocke (x;,y;), i = 1,...,n. Ako je 9 funk-
cija kojom aproksimiramo y, tada su njezine vrijed-
nosti za argumente x; jednake $; := $(x;) i u ko-
ordinatnom sustavu imamo tocke (x;, §;). Razlike
ordinata y; — y; tih to¢aka (engl. residual) na slici 3
oznacene su crvenom bojom.
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Slika 3. Udaljenosti izmedu zadanih toaka
i odgovarajucih to¢aka regresijskog pravca

Ordinate yy, . .., y, poznatih tocaka formiraju jed-
nu n-torku M = (y1,y2,...,¥s), dok od ordinata
$; formiramo n-torku M = (§1,...,9,). Udalje-
nost tih dviju n-torki (vektora) M i M jest velicina na
temelju koje za neku funkciju mozemo rec¢i da do-
bro aproksimira dane podatke. Jasno je da kada
je M = M, tada je udaljenost vektora M i M jed-
naka nuli i aproksimativna funkcija y upravo prola-
Zi kroz originalno zadane tocke. Dakle, problem
odredivanja funkcije $ svodi se na minimiziranje
udaljenosti vektora M i M. Za udaljenost dvaju
vektora mozemo odabrati bilo koju od raznih metri-
ka, a u problemu odredivanja regresijskog pravca
obi¢no se uzima euklidska metrika koju dobro poz-
najemo iz dvodimenzionalnog i trodimenzionalnog
prostora, a ovdje je prosirena na n-dimenzionalni
prostor:

d(M, M) =

VO =3+ G ya)

Budu¢i da nenegativna funkcija i njezin korijen pop-
rimaju ekstreme u istim toCkama, problem se svodi
na minimizaciju izraza
n
o 2

Z (yl - yl) )

i=1
a ova se metoda naziva metodom najmanjih kva-
drata.

U slucaju kada u familiji linearnih funkcija trazimo
onu Kkoja najbolje aproksimira originalne podatke,

tada se izraz svodi na sljedece:

n

F(a,b) = Z(ﬂ +bx; — yi)?

i=1

i trazi se to¢ka (ao, bo) u kojoj funkcija F' dviju va-
rijabli a i b postize svoj minimum.

Dokaz dopunjavanjem do
potpunog kvadrata

RijeSimo ova] problem primjereno ucenicimatreceg
razreda koji su upoznati s postupkom dopunjava-
nja do potpunog kvadrata. Cilj je funkciju F napisati
u obliku

F(a, b) = Cl(a — Clo)z + Cz(b — b0)2 + C;
gdje su C; i C, pozitivni brojevi. Tada ¢emo lako
zakljuCiti da je taj izraz najmaniji kad je a = ayp i

b = by.

U prvom nizu koraka stvaramo izraz C(a — ag)?:

Fla,b) =Y (a= (- bxi))z
- <a2 ~2aly; — bxi) + (yi — bxi)z)
-y @2 (Zy, be,) + 3" (i—bx)?
= na® —2an(5 — b¥) + > _ (yi — bx;)?
- n(a—(y—bx)) —n(F-bx+ Y (i-bx)’
:n<a—a0) n(y — bx)* + > (i — bxi),

pri Cemu su koriStene oznake za ay i za aritmetiCke
sredine x i y:

ay=y—bx, nx= in, ny = Zy,-.

U sliede¢em nizu koraka stvaramo izraz
Ca(b — by)? i pri tome koristimo oznake

2 2 =2 2 2 =2
O'X:E X; —nx", O'y:E y; —ny

broj 105 / godina 21. / lipanj 2020.



u kojima prepoznajemo formule za disperziju nizo-
va podataka (x;) i (y;). Dakle, imamo

Fla,b) =n(a- ao)2 — iy’ + 2nbXy — nb’%
+ Zy,z — ZbeiYi + b’ lez
= n(a — a0)2 + bz(z)c,2 — nx*)
—26(3 " xiyi — nxy) + (O v — )
= n(a—ao)z—i-o'sz—%(z xiyi—nfy)"'o'yz
S CORTA M}

oy
O = nxy)> + o2,
GX

> Xyi — nxy
o2 '

X

Stavimo li u zadnjoj formuli by =

dobivamo
2 2
F(a,b):n<afao) +G§(bfb0)

—==\2
XV —
_ (> xiyi _ nxy) +0'y27
O-X
a to je upravo trazeni oblik funkcije F iz kojeg
o¢itavamo da se minimum postize u to¢ki (ag, bo)

pri ¢emu vrijedi

bo = D Xiyi — nxXy _ ny xyi— (Qox) Qow)
oy n a7 — (X x)
- Zyi—bei_

ay=y—bx = .

Time smo dokazali formule za koeficijente a i b re-
gresijskog pravca.

Dokaz ispitivanjem ekstrema s
pomocu diferencijalnog racuna

Prikazat ¢emo ovdje i drugi dokaz iako se ovaj do-
kaz ne moZze provoditi u srednjoj Skoli jer ispitiva-
nje ekstrema funkcije dviju varijabli nije dio sred-
njoskolskog gradiva. Ali ovaj je dokaz bitan jer se

na taj nacin traze koeficijenti drugih regresijskih kri-
vulja, ne samo regresijskog pravca.

Naime, u statistici se dani podatci ne aproksimiraju
samo s pomocu linearne funkcije. Opcéenito, u ob-
zir mogu do¢i sve funkcije. Najcesce se traze funk-
cije koje su oblika polinoma, eksponencijalne, lo-
garitamske, asimptotske, Gompertzove, logistiCke
funkcije itd. O raznim takvim funkcijama mozete
procitati u [4, str. 233-264].

-2

Slika 4. Graf Gompertzove funkcije f (x) = L - ABC
zaA = 05 B =07C = 6L =3

Neke od tih aproksimacija ugradene su u pro-
ratunske tablice i u dZzepne kalkulatore. Koristeci
se Excelom, osim regresijskog pravca mozemo
traziti aproksimativne funkcije koje su eksponen-
cijalne, logaritamske, polinomijaine. U dzepnom
su kalkulatoru CASIO x-991ES PLUS primjerice
ugradene, osim regresijskog pravca i regresijske
funkcije oblikay = ab*, y = a+bx+cx?,y = ax’.
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Slika 5. Izbor regresijskih funkcija u Excelu
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S pomocu diferencijalnog racuna ekstremi funkcije
se traze tako da se odrede stacionarne tocke funk-
cije, tj. toCke u kojima je prvi diferencijal jednak nuli.
U slucaju kad se radi o funkciji dviju varijabli to se
svodi na rieSavanje sustava

Fa(a?b)zov Fb(aab):07

gdje su F, i F}, oznake za parcijalne derivacije funk-
cije F prvog reda po varijablama a, odnosno b.

Vrijedi:

n
F,(a,b) = 22((1 +bx;—y)=0

n
Fb(a,b) = 22((1 + bx; _yi) -x; =0,

§to se sredivanjem svodi na sustav

na+b2x,~72yi:0
aZx,-—l—beiz—Zx,-yizo

u kojemu su nepoznanice a i b. Sustav rijeSimo

metodom supstitucije. 1z prve jednadzbe izrazimo
nepoznanicu a i uvrstimo u drugu jednadzbu:

_ D yi—bY x

n
MZ)@—I—bZ)@ — Zx,-yi =0.

Kad iz druge jednadzbe izrazimo b, dobivamo

_ondoxyi— (o xi) Qo)
nS a2 — (N x)

a

Time smo dobili stacionarnu to¢ku (a, b). Da bis-
mo pokazali da je to tocka u kojoj se postize mi-
nimum, treba prouditi drugi diferencijal u toj tocki,

odnosno provjeriti dovoljne uvjete koje moraju za-
dovoljiti parcijalne derivacije drugog reda (vidjeti
[1, str. 370]). Ti uvjeti za minimum glase ovako:
ako je FuoFpy — F2, > 01 F4 > 0, tada funkcija
F ima minimum u toj stacionarnoj tocki.

Za funkciju F vrijedi

Fo = Zz:zn
Fap=) 2t=2% x
be = 22)612

te se lako provjeri da su zadovoljeni dovoljni uvje-
ti za minimum. Dakle, u tocki (a,b) funkcija F
postize svoj minimum i brojevi a i b su koeficijen-
ti pravca koji najbolje aproksimira dane originalne
podatke.

Ovime smo formule za koeficijente regresijskog
pravca dokazali na dva nacina. Jedan nacin izlazi
van okvira srednjoskolskog gradiva, ali nam daje
uvid u postupak odredivanja raznih drugih regresij-
skih krivulja. Drugi nam nacin ilustrira kako metoda
obradena u drugom razredu moze biti vrlo efikasna
i U rieSavanju problema iz podrucja statistike.
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