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U tre¢em, posljednjem dijelu pod ovim
naslovom, promatrat ¢emo neke neri-
jeSene probleme povezane s prikazom
razlomka u egipatskom obliku.

Cilj je ove rasprave ukazati na to da prakticki ne postoji dio matematike koji je u potpunosti
poznat i u kojem nije moguce i dalje znanstveno istrazivati. Egipatski razliomci nastali su u
ljudskoj civilizaciji u samom zacetku matematickog racuna, a jo$ i dan danas nude mnostvo

otvorenih i nerije$enih problema.

Neke od ovih problema mogu i trebaju rieSavati srednjoskolci zainteresirani za matematiku i/ili
programiranje. To su zadatci otvorenog tipa za koje nacin rieSavanja, a ponekad niti ishod, nije

poznat.

Problem najkra¢eg prikaza

Zadani razlomak P prikaZi u obliku
q

p 1 1 1
S ==+ — 4.
q ny ny ng

pri éemu je k najmanji moguc.

Drugim rije¢ima, treba pronaci prikaz s najmanjim
brojem pribrojnika.

Na kraju drugog dijela ovog c¢lanka napisani su
najkra¢i mogucéi prikazi za neke razlomke s ma-
lim brojnicima i nazivnicima. Op¢eniti odgovor pa i

algoritam za rjeSavanje ovog problema nisu pozna-
ti. Takoder, razlomci imaju uglavnom vise razli¢itih
minimalnih prikaza. Broj takvih prikaza moze se
mjeriti stotinama i tisu¢ama. Nije poznato kako se
taj broj moze odrediti za svaki konkretni razlomak.

Ovaj problem je koristan kao ozbiljna vjezba prog-
ramiranja koju mogu uspjesno rijesiti srednjeskolci.
Razlomak treba biti s dovoljno malim brojnikom i
nazivnikom tako da Citav postupak (koji treba os-
misliti svaki programer po svom nahodenju) bude
riesiv u realnom vremenu i s resursima koji su dos-
tupni prakti¢ki na svakom racunalu.

Tablica 1 je zadatak i cilj. U njoj je zadan broj
pribrojnika u minimalnom prikazu za razlomke sa
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zadanim brojnikom i nazivnikom. Ono $to se trazi
jest konkretan prikaz (barem jedan!) koji ¢e imati
ovdje predvidenu duljinu.

U tablici su dane duljine minimalnih prikaza za sve
neskrative razlomke s brojnikom i nazivnikom ne
ve¢im od 30. U njoj vidimo da je razlomak s naj-

4

manjim nazivnikom Koji zahtijeva tri pribrojnika 5
8

prvi koji zahtijeva Cetiri pribrojnika je ITE a prvi za

16
koji treba pet pribrojnika je Iea
Zadatak 1. Napisi program s kojim ¢es moci do-
biti najkraci prikaz za bilo koji razlomak iz priloZene
tablice.
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Tablica 1.

Zadatak 2. Pronadi razlomak s najmanjim nazivni-
kom koji zahtijeva to¢no 6 pribrojnika.

(Odgovor: To je razlomak Z7.)

Zadatak 3. Pronadi razlomak s najmanjim nazivni-
kom koji zahtijeva to¢no 7 pribrojnika.

(Odgovor: To je razlomak 233 )

Na prvi pogled mogli bismo nastaviti s ispisivanjem
sli¢nih zadataka u nedogled. Ali, ovaj posljednjive¢
se nalazi na rubu danasnijin znanstvenih istrazivanja
i sigurno premasuje mogucnosti mnogih iskusnih
programera.
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Na izvrsno uredenoj stranici [1], na kojoj se moze
naciiprethodno navedena tablica, mogu se procitati
dodatne informacije 0 ovom zadatku, izmedu os-

732
talog da razlomak 73 posjeduje ni manje ni vise

vet tocno 2771 razli¢itih minimalnih prikaza duljine
7. Poznat je i prvi razlomak koji zahtijeva 8 pribroj-

nika: i tu nase znanje prestaje.

753
27539
Nerijeseni problem 1. Pronadi razlomak koji u
svom egipatskom prikazu zahtijeva barem 9 prib-
rojnika.

Razumno je pretpostaviti da ¢e to biti ponovno raz-

lomak oblika Z—

za neki prosti broj p, ali on-

P
da treba traziti medu prostim brojevima ve¢im od
800400 jer su svi manji ve¢ provjereni.

Sylvesterov niz

Fibonaccijev pohlepni algoritam objasnjen u pret-
hodnom nastavku mnogi nazivaju Fibonacci-Sylve-
sterovim algoritmom jer je Sylvester u ¢lanku [2]
ponovno aktualizirao prou¢avanje egipatskih razlo-
maka. U trenu kad ga je pisao, Sylvester nije bio
svjestan rezultata iz Fibonaccijeve knjige. Sylves-
terov je Clanak slobodno dostupan na internetu, pa
je interesantno usporediti stil nekadasnjeg pisanja
s danasnjim.

Srz njegovog ¢lanka jest u proucavanju niza broje-
vaai,as ... koji sluze u prikazu broja 1 s pomocu
beskonacnog niza jedini¢nih razlomaka:

1 1 1

l=—+—+4+...+—+... (1)

aj a ay
Razli¢itih prikaza ovakvog oblika ima beskonacno
mnogo. Medu svima njima istiCe se Sylvesterov
niz kod kojeg su brojevi ay, a; . . . najmanji moguci.
Evo kako dolazimo do tog niza.
Vrijedi

11

==+
2ty

ali ovo nije egipatski prikaz, jer se pribrojnici po-
navljaju. Zato ¢emo drugi pribrojnik zamijeniti s

najvecim manjim jedinicnim razlomkom, pa dobiva-
mo
2 3 6
Ovaj je prikaz tocan i rastav je zavrSen. Da se to
ne bi dogodilo, posljednji razlomak ponovno zam-
jenjujemo s prvim sljiedec¢im jedini¢nim razlomkom:
! I 1 1
=3 + 3 + 7 + ...

Razlika koja nedostaje je jediniCni razlomak o
Njega ¢emo zamijeniti s prvim sliede¢im i nastaviti
taj postupak u nedogled:

1= ! + ! + ! + ! + ! + ! +
2 3 7 43 1807 3263443
Nazivnici u ovim razlomcima definiraju Sylvesterov

niz (ay).

Zadatak 4. DokaZzi da za Sylvesterov niz vrijedi
a =2, an:an—l(an—l _1)+1 (2)

Zadatak 5. DokaZi i ovaj prikaz

a =2, a,=14aay...a, . 3)

Prvi zadatak nije pretezak, a drugi direktno slijedi
iz prvog. Mozda je korisno provjeriti da za ovako
definiran niz uistinu vrijedi (1), a to je ekvivalentno
rieSenju prvog zadatka. Imajuci u vidu nacin kako
smo definirali Sylvesterov niz, potrebno je provijeriti
da za zbroj S sliedeceg niza
g_ 1 1 1 1 1

R T R
vrijedi § = 1. Primijetite da je u posliednjem raz-
lomku umjesto nazivnika a, stavljen umanjeni na-
zivnik a, — 1. Naime, za niz definiran s (2) vrijedi

1 1 1 1

an—1 @y (a1 —1) api—1 a,

(4)

i sada za zbroj razlomaka s desne strane u (4) ima-
mo:

S:1+1+..+ ! + !

2 3 a,—1  a,—1
11 1 1 1
_§+§'“+an_1 an_l—l_an_l
11 1 1
_§+§”'+an_2 (Zn_lfl.
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Dobili smo zbroj istog oblika, ali s jednim pribrojni-
kom manje. Nastavljaju¢i postupak, sazimanje ¢e
se nastaviti sve dok ne preostane samo jedan Clan:

1 1
S = =—=1
a—-1 2-1

Time je tvrdnja dokazana. RjeSenje zadatka 4 prati
isti postupak, ali u obrnutom smijeru.

Zadatak 6. DokaZi da su svaka dva Clana Sylveste-
rova niza relativno prosta.

Tvrdnja slijedi iz prikaza 3.

Zgodno je napomenuti da odavde slijedi besko-
nac¢nost skupa prostih brojeva. Naime bilo koji
prosti broj moZze dijeliti samo jedan medu brojevima
ai,a, . .. jer su Clanovi tog niza medusobno rela-
tivno prosti. Buduci da postoji beskonac¢no mnogo
¢lanova u ovom nizu, onda mora biti i beskonaéno
mnogo prostih brojeva.

Pohlepni algoritam za rastav razlomka moze se do-
vesti u vezu s ovim algoritmom rastava broja 1 u
beskonacan niz. Stoga nije neobi¢no da je brzina
rasta brojeva a,, analogna brzini rasta nazivnika u
pohlepnom prikazu. Ta je brzina dvostruko ekspo-
nencijalna, moze se dokazati da vrijedi

n+1
a, ~ A,

Tu je A konstanta koja iznosi priblizno 1.2640847.

Harmonijski red

Zbroj jedini¢nih razlomaka harmonijskog niza je be-
skonacan:

1+ ! + ! + ! +
—+-+-4+...=00.

2 3 4

Tvrdnja se najlak$e dokazuje grupiranjem clanova
niza zdesna u skupine koje imaju po 2* ¢lanova,

k=0,1,2,3...:
11 1

1442+ +...
33t

:1+l+<l+l>
2 3 4

1 1
+(§+...+§>+...

1
Zbroj pribrojnika u svakoj zagradi veci je od 3 pa
odatle slijedi tvrdnja.

To znaci da ¢emo racunajuéi zbrojeve jedini¢nih
razlomaka premasiti bilo koji zadani prirodni broj.
S tim je u vezi ovaj poznati zadatak.

Zadatak 7. Zbroj

11 1
S=l+4=+=4...+-
SR

nije cifeli niti za jedan n > 1.

Dakle, parcijalne sume harmonijskog reda rastu
neograni¢eno i pritom uporno preskacu prirodne
brojeve!

Dokaz ovog zadatka nije jedostavan, a izvodi
se naj¢esce analizom djeljivosti. NajlakSe ga je
naciniti ako se dokaze pomoc¢na tvrdnja:

Postoji prost broj p koji dijeli samo jedan od brojeva
2,3...,n.

Naime, tada se zbroj S moze, nakon svodenja na
zajednicki nazivnik, napisati u obliku (uvjeri se u to!)
1+ kp

S = o

Brojnik nije djeljiv s p, a nazivnik jest pa ovaj razlo-
mak nije cijeli broj.

Dokaz pomocne tvrdnje slijedi iz poznatog rezul-
tata Cebigeva: izmedu svakog broja i njegovog
dvostrukog postoji najmanije jedan prosti broj. Za-
to ¢emo, krenuvsi od broja n prema manjim bro-
jevima, nai¢i na prosti broj p koji ne moze dijeliti
nijedan prethodni prirodni broj.

Ovaj problem s harmonijskim redom povezan je s
egipatskim prikazima. RijeC je o tome da se moze
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istrazivati kako odabrati podskup skupa prirodnih
brojeva tako da zbroj jedini¢nih razlomaka bude
jednak nekom prirodnom broju.

To je uvijek moguce napraviti, za svaki prirodni broj i
to na beskona¢no mnogo nacina. MoZze se, primje-
rice, pronadi prikaz kod kojeg prvi, najveci razlomak
ima u nazivniku po volji velik prirodni broj!

Detaljnija analiza ovog problema premasuje okvire
ovog ¢lanka, pa upucujem zainteresirane naizvore.
Mogu krenuti od [1].

Za dodatne informacije o egipatskim razlomcima
upucujem na clanke [3] i [4] iz hrvatskih Casopisa.

Erdos-Strausova hipoteza

Silvesterov ¢lanak je inicirao postavljanje proble-
ma koji spadaju u podrucje Diofantske analize,
rieSivosti jednadzbi u skupu cijelih brojeva. Naj-
poznatiji od tih problema, jos uvijek nerijeSen, je
sliededi.

Nerijeseni problem 2. (Erdos-Straus)

Svaki razlomak oblika —, n > 4 moZe se napisati
n
kao zbroj triju jedinicnih razlomaka.

Ovdje je dopusteno da jedini¢ni razlomci budu jed-
naki.

Znamo li rieSenje za prosti broj n, onda znamo i za
svaki njegov visekratnik. Primjerice, iz

4 1 1 1

5 2 + 5 * 10

slijedi

4 1 1 1

s 2k sk T Tok
Zato je dovoljno razmotriti proste brojeve n. Do da-
nasnjeg dana, hipoteza je provjerena za sve proste
brojeve do uklju¢ivo 51 000 000-tog prostog broja
(koji iznosi 1003 162 753) i pokazala se istinitom.
Medutim, dokaz da je ona istinita za svaki prosti
broj n nije poznat, niti je poznat neki protuprimjer.
Dokazano je da je hipoteza istinita za sve proste

brojeve, osim mozda za one koiji pri dijeljenju s 840
daju ostatke 1, 112, 13%, 177, 19%, 232,

Za mnoge konkretne oblike broja n rastav je poz-
nat, ali nisu pokriveni svi slu¢ajevi, niti je izgledno
da se eksplicitna formula moze pronaci. Sliedece
dvije pokrivaju tek oko Cetvrtine slucajeva:

4 1 1
12n+7  3(n+1) * 3(n+1)(3n+2)

_|_

(12n+7)(3n 4+ 2)

4 Lo 1
24n+13  2(3n+2)  2(n+1)(24n+13)
1
2(n+1)(24n+13)(3n+2)°

+

3
Dokazano je da se svaki razlomak oblika — moze

n
napisati kao zbroj najvie triju jedini¢nih razlomaka.
Sto je s ostalim brojnicima?

NerijeSeni problem 3. (Sierpinski, 1956.)

Svaki razlomak oblika —, n > 3 moZe se napisati
n
kao zbroj triju jedinicnih razlomaka.

Niti ova hipoteza nije dokazana. Provjerena je za
sve ndo 922321.

Problemi ove vrste svrstavaju se u aditivnu teoriju
brojeva i smatraju najtezZim za rjeSavanje, usprkos
jednostavnosti u zadavanju problema. Tipi¢an pri-
mijer je Goldbachova hipoteza: svaki se parni broj
moze prikazati kao zbroj dvaju prostih.
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